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Ulohy krajského kola kategorie C

. Dvojmistné ¢islo ab nazveme nafouknutelné, pokud z néj po pricteni 990nasobku
vhodného jednomistného c¢isla ziskdme c¢tyimistné cislo tvaru axazb s nenulovou
¢islici z. Kolik nafouknutelnych ¢isel existuje?

E D
. Ve ¢tvercové siti lezi pétithelnik ABCDE,
jehoz vrcholy jsou v mrizovych bodech stejné ag
jako na obrazku. Dokazte, ze tento pétithel-
nik 1ze rozdeélit na dva shodné c¢tyrihelniky. i i

. Kolika zptsoby lze vybarvit ¢tvercovou tabulku 4 x 4 ¢tyfmi raznymi barvami tak,
aby kazdé jeji pole bylo vybarveno praveé jednou barvou a aby v kazdé z deviti mensich
¢tvercovych tabulek 2 x 2 byla kazda barva praveé jednou?

. Lenka stavi konstrukei tvaru kvadru z magnetickych tycinek /. /. /. /.
délky 1 a kovovych kulicek. Na konstrukci 2 x 3 x 1 (viz @ T T T ‘
obrazek) spotiebovala 46 tyc¢inek a 24 kulicek. Na jinou ‘ /' | /° | /. | /'
konstrukei a x b x 1, kde b = a = 1, spotfebovala 679 @ T T T ‘
ty¢inek. Kolik na ni spotiebovala kulicek? Urcete vSechny o | ° | ° | )
moznosti. 0/ 0/ 0/ 0/

Krajské kolo kategorie C se kona
v atery 1. dubna 2025

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby souté-
zici méli na treseni tloh 4 hodiny cistého casu; pripadné dotazy
k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich 20 minutach.
Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pri-
tom nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a upl-
nost sepsan¢ho postupu, vysledky vsech potiebnych pisemnych
nebo pamétnych vypoc¢ti musi byt zaznamenany. Bodova hra-
nice k urceni tspésnych rtesiteli bude stanovena centralné po
vyhodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vsech kraji. Povo-
lené pomucky jsou psaci a rysovaci potreby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim sou-
téze.
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1. Dvojmistné ¢islo ab nazveme nafouknutelné, pokud z néj po pricteni 990ndsobku vhod-
ného jednomistného cisla ziskame ctyrmistné cislo tvaru axxb s nenulovou cislici x.
Kolik nafouknutelnych cisel existuje? (Méria Doméanyova)

RESENI. Pro nafouknutelné ¢islo ab a jednomistné ¢islo y # 0 ze zadani plati
ab + 990y = axxb,
tj.
10a 4+ b + 990y = 1000a + 100x + 10x + b.

Po upravé dostaneme
990y = 990a + 110x (1)

a po vydéleni obou stran posledni rovnosti ¢islem 110
9y = 9a + .

Pro jednomistné ¢islo x tak plati = 9(y — a). To znamend, ze x je délitelné 9, jelikoz
x # 0, nastane to pravé pro z = 9. Potom y = a + 1. Jelikoz y je jednomistné, a muze
byt jen 1,2, ...,8. Pro a tak mame celkem 8 moznosti. Dale protoze b mtze byt libovolna
¢islice (i nula), je pro ni celkem 10 moznosti.

Zaver. Existuje tak 8 - 10 = 80 nafouknutelnych éisel (a to 10,11,12,...,89).

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V netplnych resenich ocente castecné kroky nasledovné:
A1. Za odvozeni rovnosti (1) nebo ekvivalentni rovnosti udélte 2 body.
A2. Za hypotézu, ze nutné z = 9, udélte 1 bod, pokud je zcela zdivodnéna, udélte 3 body.
B1. Za tvrzeni, ze a muze nabyvat libovolné hodnoty 1,2,...,8, udélte 1 bod.
B2. Za tvrzeni, ze b mize nabyvat libovolné hodnoty 0,1,2,...,9, udélte 1 bod.
B3. Za vypocet spravného poctu nafouknutelnych cisel udélte 1 bod.

Za numerickou chybu strhnéte max. 1 bod.

Celkové pak udélte max(Al, A2) + B1 + B2 + B3 bodu.
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2. Ve ctvercové siti lezi pétiuhelnik ABCDE, E D
jehoz wvrcholy jsou v mriZovych bodech stejné
jako na obrdzku. Dokazte, Ze tento petivhelnik
lze rozdeélit na dva shodné ctyrihelniky.

(Jaroslav Zhouf, Josef Tkadlec) A B

RESENI. Hledané rozdéleni na ¢tyithelniky APDE a PBCD je na obrazku. Necht P
je takovy bod na strané AB, ze BDEP je rovnobéznik. Pak trojuhelniky PBD a DEP

jsou shodné. Navic jsou rovnoramenné, jelikoz dle Pythagorovy véty |PD|? = 82 + 6% =
=10% = |PBJ~.

E D

A P B

Ukazeme, ze i trojihelniky BC'D a PAFE jsou shodné podle véty sss. Skutecné,
|BC]? = 32 + 4% = 52 = |PAP, |CD|* = 3% + 6> = |AE|]” a |[BD|* = 6° + 2* = |PE|*.
Tedy c¢tytuhelniky PBC'D a DEAP jsou shodné.

KOMENTAR. Prestoze vySe uvedené feSeni je iplné, uvedme jesté postup, jak se na
takové rozdéleni da prijit. Uvazujme nejdriv rozdéleni pétitithelniku jednim pfimym rezem.
Rez nemtize prochdzet dvéma vrcholy, protoze by rozdélil pétitihelnik na étyithelnik
a trojuhelnik. Pokud fez neprochézi zadnym vrcholem a jedna z ¢asti bude ¢tytihelnik,
bude druhé ¢ast pétithelnik. Rez tedy musi prochdzet jednim vrcholem a protilehlou
stranou. Je hned jasné, Ze rozdélena musi byt strana AB, protoze je nejdelsi, a tedy ez
bude prochézet bodem D. Z Pythagorovy véty (jako vyse) nahlédneme, ze |CD| = |AE)|
a |BC| =5, dale |AB| = 15, |ED| = 10. Bod P, prusecik fezu s AB, pak nutné musi
spliiovat |AP| = |BC| = 5.

Pro dplnost jesté uvazujme pripad, kdy rozdélime pétithelnik lomenou carou sesta-
vajici z k = 2 tsecek. I kdyby Fez zacinal a koncil ve vrcholech a nerozdélil tak zadnou ze
stran pétithelniku, pak vysledné mnohothelniky budou mit n + k a 5 — n + k stran, tj.
dohromady 5+ 2k = 9, nemohou to tedy byt oba ¢tyrtihelniky. Tim jsme dokézali (i kdyz
to po nds zadani nevyzadovalo), ze vyse nalezené rozdéleni je jediné.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky nasledovné:
Al. Za zduvodnéné tvrzeni, Ze fez musi prochdzet bodem D a rozdélit stranu AB, udélte 1 bod.
A2. Za nalezeni vhodného rozdéleni bez spravného zduvodnéni udélte 3 body.
B1. Za zdtuvodnéni rovnosti |DC| = |AE| udélte 1 bod.
Za numerickou chybu strhnéte nejvyse 1 bod.
Celkové potom udélte max(Al, A2) + B1 bodu.

PozNAMKA. Na tiplné zdtivodnén{ shodnosti vzniklych ¢tyfihelniki nestaéi jen konstatovani, Ze oba
maji stejné dlouhé prislusné strany. Za nezohlednéni tohoto argumentu strhnéte 2 body.
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3. Kolika zpisoby lze vybarvit ctvercovou tabulku 4 x 4 ctyrmi ruznymi barvami tak, aby
kazdé jeji pole bylo vybarveno pravé jednou barvou a aby v kaZdé z deviti mensich
ctvercovijch tabulek 2 x 2 byla kaZdd barva prdvée jednou? (Jana Kopfova)

RESENI. Ve vSech feSenich budeme é&slovat fadky shora a sloupce zleva. Barvy si
ozna¢ime kvili zjednoduseni zapisu pismeny A, B, C', D. Oznacme pole tabulky (a,b),
kde a je ¢islo tadku a b ¢islo sloupce, a,b=1,...,4.

Tabulku za¢neme vyplnovat uprostied, prosttedni tabulku 2 x 2 mtzeme vyplnit podle
zadani 4 - 3 - 2 - 1 zptisoby. Mame totiz na vybér ¢tyri barvy pro vyplnéni prvniho pole,
tTi pro vyplnéni druhého, dvé pro vyplnéni tietiho a na ¢tvrté pole ndm zbyva posledni
barva.

Zafixujme barvy prostiedni tabulky jako na obrazku, bez jmy na obecnosti A, B, C,
D znadi libovolné potradi barev. VS§imnéme si, Ze na polich (1,2) a (1,3) je nutné stejnd
dvojice barev jako na polich (3,2) a (3,3) (bud C'D jako na levém obrazku, nebo DC).
Podobné na polich (2, 1), (3,1) musi byt stejnd dvojice barev jako na polich (2, 3), (3, 3).
Totéz plati pro dvojici poli napravo od stredové tabulky 2 x 2 a také pro dvojici poli pod
stfedovou tabulkou 2 x 2. Jedno takové vyhovujici obarveni je na levém obrazku (barvy
rohovych poli jsou pak uz urceny jednozna¢né). Nyni si uvédomme, ze v kterékoli pravé
jedné z téchto ¢tyi dvojic poli (na obrazku sedé) muzeme barvy zaménit. To ndm dava
dalsi 4 obarveni (rohové pole jsou opét uréena jednoznacné). Uvédomme si, Ze nemizeme
zaroven zameénit barvy ve dvou sousednich dvojicich. Opravdu, pokud vyménime barvy
v horni dvojici, tak jako na pravém obrazku, pak barvy levé i pravé dvojice uz zaménit
nemuzeme. Pokud tedy chceme vyménit barvy ve vice nez jedné dvojici, musi to byt bud
horni a dolni dvojice, nebo leva a prava. To nam dava dalsi 2 obarveni.

Je proto 24 moznosti pro jedno konkrétni obarveni prostredniho ¢tverce, dohromady
24 - (1 + 4+ 2) = 168 moznosti.

JINE RESENI. Na rozdil od predchoziho feseni zacneme vybarvenim levého horniho
¢tverce. Podobné jako v prvnim feseni zdivodnime, Ze ho lze vybarvit pravé 24 zptsoby.

Pro barvu na poli (3, 3) pak rozlisime tii mozné piipady: 1. A, II. B, II. C.
A|B A|B A|B
C|D C|D C|D
A B C

Ukazeme, ze v pripadech I, I1, III existuji po tadé 3, 2, 2 vyhovujici obarveni, odkud
jiz. dostaneme vysledek 24 - (3 42+ 2) = 168.
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V pripadé I mame nutné v levém hornim rohu tabulku 3 x 3 s radky A, B, A; C, D, C
a A, B, A. Pro kazdou ze t¥{ moznych voleb z B,C, D na poli (4,4) pak jednoznacné
obarvime zbyla pole ve ¢tvrtém radku i ¢tvrtém sloupci.

A|B|A
c|D|C
A|B|A

Qs

A|B|A B
c|D|C D
A|B|A B

Qs

B C D

V pripadé II mame nutné nahote tabulku 3 x 4 s tadky A, B, A,B; C,D,C, D a
B, A, B, A. Proto nutné (4,4) € {C,D}. Pro ¢tvrty tadek celé tabulky tak skutecné
mame dvé moznosti, totiz D,C,D,C a C,D,C, D.

O ||
Qe |T|W

O ||
Qe |T|W

QW |
O ||
QW ||
Ol ||

Obarvené tabulky z pripadu II lze sparovat s obarvenymi tabulkami z pripadu III
uzitim osové soumérnosti a zameénou barev B a C. Proto v pripadé III mame zase dvé
moznosti.

JINE RESENI. Necht je prvni fddek tvofen aspon tiemi barvami a zacind A, B, C.
Pak pod B je nutné barva D, pod A barva C' a pod barvou C je barva A.

AlB[C
c|pla

Pro vybarveni posledniho pole prvniho radku pak mame dvé moznosti — B nebo D.
Obarveni druhého fadku je v obou ptipadech jiz jednoznacné uréeno obarvenim prvniho
radku. Navic druhy radek zacina stejné jako prvni tfemi rtiznymi barvami a jeho ¢tvrté
pole nem3 stejnou barvu jako prvni. Tedy i obarveni dalsiho fadku a tedy i celého ¢tverce
je jiz jednoznacné urceno. Mame tak 4 - 3 -2 -2 = 48 moznosti pro vybarveni prvniho
radku a tim i celé tabulky.

Pokud je prvni fadek tvoren alespon tfemi barvami, ale nejsou tfi rtizné barvy na
prvnich tfech polich, pak jsme nutné v situaci A, B, A,C, tj. prvni a tfeti pole maji
stejnou barvu a druhé, tieti a ¢tvrté pole maji rizné barvy. Muzeme ted zopakovat
myslenku dle predchoziho odstavce, ale pri pohledu zprava. Dostaneme tak dalSich 24
moznosti.

Zbyva vyrtesit pripad, kdy je prvni fadek tvoren jen dvéma barvami, napt. A, B, A, B
(nutné je jedna barva na prvnim a tfetim poli a druhd na zbyvajicich dvou). Pak pro
dalsi tadek mame dvé moznosti D, C, D, C', nebo C, D, C, D, a taky pro kazdy dalsi
radek mame vzdy dalsi dvé moznosti. Pro prvni fadek mame 4 -3 moznosti (volime barvu
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na prvnim misté a pak barvu na druhém misté). Pro dalsi fadky pak mame 2 -2 -2 = 8
moznosti. Celkem 12 - 8 = 96 moznosti.

Zdver. Dohromady je to 48 + 24 + 96 = 168 moznosti.

Za uplné feseni udélte 6 bod.

Za tvrzeni, ze tabulku 2 x 2 1ze pozadovanym zptusobem vybarvit 24 zptsoby, udélte 1 bod, pokud
je tvrzeni Uplné zduvodnéné, udélte 2 body.

Dalsi 1-3 body udélte dle uplnosti rozboru moznych pripadi. Za numerickou chybu pfi séitani i
nasobeni strhnéte jeden bod.
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4. Lenka stavi konstrukci tvaru kvddru z magnetickych tycinek /. /. /. /
délky 1 a kovovych kulicek. Na konstrukci 2 x 3 x 1 (viz ® e e e

°

obrazek) spotrebovala 46 tycinek a 24 kulicek. Na jinou ‘ g g g g
ATTTIATY

°

konstrukci axbx 1, kde b = a = 1, spotrebovala 679 tycinek. o o o
Kolik na ni spotrebovala kulicek? Urcete vsechny moznosti.
(Jana Kopfové, Lenka Kopfova, Josef Tkadlec)

.
o/ o/ o/ o

RESENIT. Necht a je vyska konstrukce, b jeji §itka. Spo¢téme nejprve pocet tycinek
v predni vrstvé. Ty vodorovné lezi v a + 1 fadcich, kazdy z nich obsahuje b tycinek, svislé
tyCinky lezi v b + 1 sloupcich, kazdy z nich obsahuje a tyc¢inek. V predni vrstvé proto
mame b(a + 1) + a(b + 1) tycinek. Stejny pocet tyc¢inek mame i v zadni vrstve.

Navic mame tycinky, které spojuji predni a zadni vrstvu. Téch je ve spodni vodorovné
roviné b + 1 a takovych rovin je a + 1. Celkovy pocet potiebnych tyc¢inek je proto
2a(b+1) 4+ 2b(a+ 1) + (a+ 1)(b+ 1). Hleddme tak pfirozend ¢isla a a b, kterd vyhovuji
rovnici

2a(b+ 1) +2b(a+ 1)+ (a+1)(b+ 1) = 679.

Roznéasobenim této rovnosti ziskdme
5ab + 3a 4+ 3b+ 1 = 679. (1)
Metodou z navodné tlohy N3 z doméciho kola rozlozime levou stranu na soucin
Bab+3a+3b+1= (5a+3)(b+2)— 2 =1((5a+3)(5b+ 3) — 4)
a rovnici prevedeme do tvaru
(5a +3)(bb+3) =679-5+4=3399 =3-11-103.

Jelikoz jsou cisla 5a + 3 a 5b + 3 prirozena a vétsi nez 3 a vSechny mozné rozklady
c¢isla 3399 na soucin takovych dvou pfirozenych ¢isel jsou 3399 = 33 - 103 = 11 - 309,
dostavame, ze ba + 3 = 33 a 50+ 3 = 103, nebo 5a + 3 = 11 a 5b + 3 = 309.

Vyfesenim rovnic 5a + 3 = 33 a bb + 3 = 103 dostaneme (a,b) = (6,20). Rovnice
5a + 3 = 11 a bb + 3 = 309 nemaji celociselna Teseni. Pripadné si mizeme vSimnout, zZe
¢isla 5a + 3, 5b+ 3 musi koncit trojkou nebo osmickou. Jedina vyhovujici dvojice proto je
(a,b) = (6,20). Lenka tak na konstrukei spotfebovala 2 - (6 + 1) - (20 + 1) = 294 kulicek.

POzZNAMKA. Alternativné mtiZeme ke stejnému zavéru dospét pres vyjadieni si jedné
z neznamych z rovnice (1). Vyjadfenim nezndmé a dostaneme

678 —3b
- 5h+37

po vynasobeni 5 a nasledné upravé jako v doméacim kole dostaneme

_ —3(5b+3)+9+5-678 3399

5 .
“ 5b+ 3 5b + 3

Déle mtuzeme bud dostat sou¢inovy tvar (1) a postupovat jako vyse, nebo muzeme
pokracovat hledanim prirozenych deéliteli ¢isla 3399.
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Za uplné feseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky nasledovneé:

Al. Za spravné vyjadieni poCtu potfebnych tyc¢inek pomoci a a b udélte 2 body, z toho 1 bod za spravné
zdtvodnéni.

A2. Za upravu rovnice na soucinovy tvar udélte 2 body.

A3. Za nalezeni feSeni udélte 1 bod.
Za numerickou chybu strhnéte max. 1 bod.
Celkové potom udélte A1 + A2 + A3 bodu.



