74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Ulohy $kolniho kola kategorie B

1. Z cislic 1 az 9 vytvorime devitimistné ¢islo s navzajem rtznymi cislicemi. Potom
kazdou jeho dvojici po sobé jdoucich cislic interpretujeme jako dvojmistné ¢islo
a téchto osm c¢isel napiseme na tabuli.
a) Kolik nejvice mocnin prvocisel mezi nimi muize byt?
b) Kolik riznych devitimistnych ¢isel nas k tomuto poctu dovede?
(UvaZujeme jen mocniny prvocisel s celo¢iselnym exponentem vétsim nez 1.)

2. Uvnitr pravouhlého rovnoramenného trojihelniku ABC' s preponou BC' lezi bod D
takovy, ze AD 1 BD. V poloroviné urcené primkou AD neobsahujici bod B lezi
¢tverec ADFEF. Dokazte, ze primka EF prochazi bodem C.

3. Pro pfirozena ¢isla r, s plati, ze zlomek r/s lezi v intervalu (23/45;46/89). Jakou
nejmensi hodnotu muze mit jmenovatel s?

Skolnf kolo kategorie B se kond
v utery 28. ledna 2025

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni tloh 4 hodiny c¢istého casu; pripadné
dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich
20 minutach. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodi;
hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu, vysledky vsech
potfebnych pisemnych nebo pamétnych vypocti musi byt
zaznamendny. UspéSnym Fesitelem je ten 7k, ktery zisks
10 bodu nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a ryso-
vaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky
ani zadné jiné elektronické pomitcky dovoleny nejsou. Tyto
udaje se zakum sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Z cislic 1 aZ 9 wvytvorime devitimisiné cislo s navzajem ruznymi cislicemi. Potom
kazZdou jeho dvojici po sobé jdoucich cislic interpretujeme jako dvojmistné cislo
a téchto osm cisel napiseme na tabuli.
a) Kolik nejvice mocnin prvocisel mezi nimi mize byt?
b) Kolik riznych devitimistnijch cisel nds k tomuto poctu dovede?
(Uvazujeme jen mocniny prvocisel s celociselnym exponentem vétsim nez 1.)
(Dominik Rigasz)

RESENI. Nejprve si vypiSeme vSechny dvojmistné mocniny prvoéisel usporddané podle
prvocisel, ktera jsou jejich zakladem: 16, 32, 64, 27, 81, 25, 49. Pro prvocisla 11 a vétsi
jsou jejich mocniny alespoii trojmistné. Cisla 25 a 27 nemohou byt na tabuli napséna
soucasné, nemuzeme tak mit na tabuli vice nez 6 mocnin prvocisel. Dale ukazeme, ze
6 mocnin dosdhnout lze, soucasné vyresime i ¢ast b).

Abychom na tabuli ziskali 6 mocnin prvocisel, tak se na ni musi objevit kazda
z mocnin 16, 32, 64, 81, 49. Cisla 81, 16, 64 a 49 musi byt napsana v tomto potadi, jelikoz
maji spolecné cislice a kazda cislice se v devitimistném c¢isle vyskytne pravé jednou.
Hledané ¢islo tak obsahuje blok ¢islic 81649. Pokud na tabuli bude 25, tak ¢islo musi
obsahovat i blok 325. Zbyla ndm jesté ¢islice 7. Hledané cislo se tak sklada ze tii blokt
¢islic 81649, 325, 7. Pritom kazdé cislo vytvorené z téchto bloki (v libovolném potadi)
ziejmé vyhovuje podminkdm ze zadani. Pro uspotadani téchto blokit mame 3-2-1 =6
moznosti, protoze prvni blok (zleva) vybirdme ze tii moznych, druhy ze dvou a na zavér
nam zustane jediny blok.

Pokud by na tabuli namisto 25 bylo 27, dostali bychom rovnéz tii bloky cisel 81649,
327, 5, které opét usporadame 6 zpusoby.

Na tabuli mtze byt napsano nejvyse 6 mocnin prvocisel, tento pocet ziskame z 6 + 6 =
= 12 rtiznych devitimistnych cisel.

Za uplné feseni udélte 6 bodt. V netplnych fesenich ohodnotte kroky z vyse popsaného postupu

nésledovné:

Al. Vypsani vsech dvojmistnych mocnin prvocisel: 1 bod

A2. Zduvodnéni, ze na tabuli nemuze byt napsano vsech 7 dvojic: 1 bod

A3. Objeveni, ze hledané ¢islo musi obsahovat jisté bloky ¢islic (bod udélte i v pfipadé, kdy néktery blok
je nespravny nebo chybi): 1 bod

A4. Uvedeni jednoho ptikladu ¢isla, pro které dostaneme na tabuli 6 mocnin: 1 bod

A5. Uréeni poctu vsech vychozich devitimistnych ¢isel (at uz vypocétem nebo vypsanim): 3 body

Celkové pak za netplnd fesen{ udélte Al + A2 4+ A3 + max (A4, A5) bodl. Za ¢ast a) udélte nejvyse
3 body (Al + A2 + A4).

Pokud resitel nespravné vypise pozadované mocniny, udélte 0 bodi za ¢ast Al a za zbyvajici ¢asti
muzete udélit plny pocet bodti, pokud resitel ve svém Feseni pouzil ekvivalentni nebo ndroc¢néjsi myslenky.
Napr. pokud resitel jen zapomene na 49, princip feseni tilohy se nezméni a mize ziskat az 5 bodi. Pokud
reSitel zapomene na 27, nemize ziskat body za A2, jelikoz v takovém piipadé lze na tabuli napsat vsechny
resitelem nalezené mocniny, a muze ziskat nejvyse 4 body.
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2. Uvnitr pravotuhlého rovnoramenného trojuhelniku ABC' s preponou BC' leZi bod D
takovy, ze AD L BD. V poloroviné urcené primkou AD mneobsahujici bod B lezi
ctverec ADEF. Dokazte, Ze primka EF prochdzi bodem C. (Patrik Bak)

RESENT 1. Trojihelniky ABD a ACF maji shodné dvojice stran |AB| = |AC]
(ramena trojuhelniku ABC') a |AD| = |AF| (strany ¢tverce). Tyto strany také sviraji
shodny thel, protoze plati |[xBAD| = 90° — |4 DAC| = |« C AF|. Proto jsou trojthelniky
ABD a ACF shodné podle véty sus. Odtud plyne, ze primka C'F' je kolma ke strané AF.
Stejné tak je ke strané AF kolma i pfimka FF. Proto na primce FF lezi i bod C, jak
jsme méli dokazat.

B

RESENT 2. V§imnéme si, Ze |[SAEB| = |[$AED| = 45° = |$ACB)| (a bod E zjevné
lezi v poloroviné ABC'), body A, E, C, B tak lezi podle véty o obvodovém tihlu na téze
kruznici. Proto |[BEC| = | BAC| = 90°. Jelikoz i | < FEB| = 90°, tak | FEC| = 180°.
Primka EF proto prochazi bodem C a jsme hotovi.

C

A B

RESENT 3. Oznaéme r = |AB| = |AC| délku ramene trojihelniku ABC a ¢ =
= |4 DABJ.! Z pravotihlého trojihelniku ABD vyjadifme délku strany ¢tverce |AD| =
= rcos . Také si umime vyjadiit |[SCAF| = 90° — |<<DAC| = 90° — (90° — ¢) = .
Oznac¢me C’ prusecik piimek F'E a AC. Z pravouhlého trojihelniku C'AF vyjadiime

]C”A| _ |AF| _ reosy -

cos Cos

I Témito dvéma parametry je jednozna¢né popsina celd situace: tvar trojuhelniku
ABC vyplyva z toho, Ze je rovnoramenny a pravouhly, r urcuje jeho velikost, a poloha
bodu D je urcena thly DAB a ADB. Proto lze ocekéavat, ze jakékoli dalsi potrebné thly
a vzdalenosti bude mozné vyjadrit pomoci r a ¢.

3
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Tedy primka F'E protind primku AC' ve vzdélenosti r od bodu A zfejmé v poloroviné
ABC. To vsak znamend, ze timto prusecikem je pravé bod C, coz jsme chtéli ukazat.

RESENT 4. Uvazujme otoceni se stfedem v bodé A o 90°. Pii tomto otoceni se
bod B zobrazi na bod C' a bod D se zobrazi na bod F. Piimka BD se tak zobrazi
na primku C'F. Jelikoz otacime o 90°, tak primka C'F' musi byt kolma na primku BD.
Avsak na ptimku BD je kolma i primka EF'. Proto ptimka FF musi prochazet bodem C.

C - -
900
EA 90° .
el D \\
/7 90° \
F \|
A B

Za Gplné feseni udélte 6 bodl. V netiplnych fesenich rozdélte body nasledovné:
K. Dtkaz, ze néktery z uhlt CEB a CF A je pravy nebo podobné tvrzeni, ze kterého primo plyne, ze
primka EF prochazi bodem C: 5 bodu
Z. Konstatovani, ze z predchoziho bodu vyplyva dokazované tvrzeni: 1 bod (Tento bod udélte i pokud
dikaz z Al neni dplny nebo i kdyz fesitel jen zredukuje dikaz tvrzeni z tlohy na dikaz kolmosti
primek.)
Netplné dtikazy ohodnotte podle nasledujicich schémat:
Pii postupu podle prvnfho feSeni (pfes shodnost trojihelnikt) udélte max(Al, A2) = A ¢astecnych
bodu, kde:

Al. Dukaz |XCAF| = | DAB]: 2 body
A2. Dukaz, ze trojuhelniky ABD a ACF jsou shodné: 4 body

Pii postupu podle druhého FeSeni (uzitim 4 bodw na kruznici) udélte Bl + B2 = B éasteénych bodi,
kde:
B1. Hypotéza, ze body A, E, C, B lezi na jedné kruznici: 1 bod
B2. Dikaz hypotézy: 3 body

Pfi postupu podle tietiho feSeni (goniometrického) udélte C1 4+ C2 = C &ésteénych bodt, kde:

4
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Vyjadreni délky strany ¢tverce ADEF pomoci délky ramene, resp. podobny vztah mezi ramenem
a stranou ¢tverce: 1 bod
Dukaz |[LCAF| = |L{DAB|: 2 body

Pii postupu podle ¢étvrtého FeSeni (otoceni) udélte D1 + D2 4+ D3 = D &ésteénych bodi, kde:

. Konstatovani, ze bod B se zobrazi na bod C' v otoceni o 90° kolem bodu A: 1 bod
D2.

D3.

Konstatovani, ze ve stejném otoceni se zobrazi D na F: 1 bod
Konstatovani, ze proto se pifimka BD zobrazi na C'F: 2 body

Celkové pak za neuplnd Feseni udélte max(A, B, C,D,K) + Z bodu.
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3. Pro prirozend cisla r, s plati, Ze zlomek r/s lezi v intervalu (23/45;46/89). Jakou
nejmensi hodnotu mize mit jmenovatel s? (Pavel Caldbek)

RESENI 1. V zavislosti na ¢itateli r zkoumejme, jaky mtze byt jmenovatel zlomku r/s.

Jelikoz % > %, tak i % > % Odtud plyne s < 2r, tedy

s < 2r — 1.
Proto 16
2TT_1 §£ a dle zadani £§ 0"
Jelikoz zlomek 7 /s spliuje obé tyto nerovnosti, plati
<2
2r—1 =89

Odtud dostaneme upravou 46 < 3r, tedy r = 16. Z nerovnosti £ < % pak dostaneme

52 % > %’gg, tedy s 2 31. Tato hodnota je dosazitelnd, protoze se zlomek é—? opravdu
nachazi v pozadovaném intervalu: Nerovnost é—? < % plyne z pouzitych ekvivalentnich
uprav. Nerovnost % > % je ekvivalentni nerovnosti 16 - 45 = 720 = 713 = 31 - 23.

Tedy hledané nejmensi hodnota jmenovatele uvazovaného zlomku r/s je 31.

KOMENTAR. Ditkaz nerovnosti 7 = 16 lze formulovat i nepfimo nebo sporem: Pokud
by platilo r < 16, tak by zlomek r/s nelezel v pozadovaném intervalu pro zadné s — pro
s 2 2r bychom méli £ < 1 < % a pro s = 2r — 1 by uz zlomek 5" byl vétsi nez %, CoZ
by rovnéz platilo i pro mensi hodnoty s.

RESENT 2. V tomto feSeni budeme naopak hledat mozné hodnoty ¢itatele r v zdvislosti
na s. Jelikoz £ 2 % > %, tak musi platit r» > %s. Déle budeme samostatné uvazovat suda
a lichd s.

Necht s je sudé, tedy s = 2k pro néjaké prirozené k. Z nerovnosti r >
dostavame r = k + 1. Plati také

52k =k

k+1 v 46
2k s — 89’
z ¢ehoZ dostaneme k = %, tedy k = 30. Pro sudé s tak plati s = 2 - 30 = 60.
Necht s je liché, tedy s = 2k — 1 pro néjaké prirozené cislo k. Z podminky r > %s
obdobné dostaneme r = k. Jelikoz plati

A

ko r 46
2k—1 = s = 89’
tak plati k = %,tedykzlﬂ To znamena, ze s = 2-16 — 1 = 31.

Z obou pripadu plyne s = 31. Tato hodnota je opravdu dosaziteln4, jelikoz ji odpovid4
r = k = 16. Tehdy se zlomek 16/31 opravdu nachézi v intervalu (23/45;46/89), coz
snadno ovérime vypoctem.

KOMENTAR. Odhad s = 31 muiZeme ziskat i bez déleni podle parity s. Z nerovnosti
r> s plyne r 2 (s +1). Potom méme

ss+1) _r _ 46
s = s~ 89
tedy 89(s + 1) < 46 - 2s, z CehoZ dostaneme s = 30. AvSak pro s = 30 je r = 2L tedy
r 2 16 a plati 55 = é—g > %. Proto musi platit odhad s = 31.

6
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RESENI 3. Podle zadani ma platit

B_r o r 46
45 ~ s s 8
Odstranénim zlomku ziskdme 23s < 45r a 89r < 46s. Po vyndsobeni prvni nerovnosti

dvéma zapiSeme obé nerovnosti spolecné jako
89r < 46s < 90r.
Po odecéteni 927 dostaneme —3r < 465 —92r < —2r, z ¢ehoz po vynasobeni —1 dostdvame
3r = 46(2r —s) = 2r.

Z nerovnosti 46(2r — s) 2 2r vyplyva, Ze 2r — s je kladné, tedy 2r — s = 1. Z nerovnosti
3r =2 46(2r — s) tak ziskdme 3r = 46, ¢imz dostaneme odhad r = 16. Z nerovnosti
89r < 46s pak dostaneme s = %, tedy s = 31. Hodnota s = 31 je dosazitelna, jelikoz
16/31 € (23/45;46/89), coz lze snadno ovéfit vypoctem.

RESENT 4. Podle zadani pro prevraceny zlomek s/r plati

43 89 _ s _ 45 22
1+—=—=-—=1+—.
+46 6 —r 2 23
Odtud plyne
B s __s5-r 2
46 — r r = 23
Cislo s — 7 je proto kladné a po opétovném prevraceni plati
1 23 T 46 3
+22 22 — s—1r — 43 +43’
tedy
o r j_#=se s
22 — s—r s—r — 43

Proto i ¢islo 2r — s musi byt kladné a podobné déle mame

1 43 s—r
M4+=-=—2Z5 < 22.
+3 3 ~ 2r—s —

Jelikoz 2r—s =2 1, tak s—r = 14+ %, tedy s —r = 15, opétovnym vyuzitim 2r —s = 1 tak
dostavame r+15 < s < 2r — 1. To ndm déva r = 16 a ndsledné s 2 31. Hodnota s = 31 je
dosazitelnd, jelikoz 16/31 € (23/45;46/89), coz mizeme snadno ovérit vypoctem. (Diky
ekvivalentnim tpravam by nam stacilo ovérit posledni nerovnost, kde pror = 16 a s = 31
dostaneme 14 + % S 15 22)

Za uplné teseni udélte 6 bodt. V netplnych feSenich ohodnofte kroky z vyse popsaného postupu
nésledovné:

A. Uvedeni spravného vysledku s = 31 spolu s ukdzdnim, Ze zlomek 16/31 patii do pozadovaného
intervalu. Stadi, kdyz ovéfeni implicitné vyplyva z postupu nalezen{ zlomku 16/31. AvSak nerovnost
16/31 = 23/45 je tieba ovérit, pokud fesitel vychdzi ze slabsi nerovnosti r/s > 1/2 (jak je to
v prvnich tfech vzorovych FeSenich) : 1 bod
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B1.
B2.
B3.
B4.
. Diléi pokrok k diukazu nerovnosti z predchozich bodt podle schématu nize.
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Ditkaz nerovnosti s 2 31 bud pro v8echna lichd s, nebo pro vSechna suda s: 3 body
Dukaz nerovnosti r = 16: 4 body
Diikaz nerovnosti s 2 30: 4 body
Dikaz nerovnosti s 2 31: 5 bodi

Celkové pak za neiplnd feseni udélte A + max(B1,B2,B3,B4, C) bodu.

P¥i postupu podle 1. vzorového FeSeni (pri zkoumani zavislosti s na r) udélte D = max(D1, D2, D3)

bodu za:

D1.
D2.
D3.

Diikaz nerovnosti s < 2r: 1 bod
Ditkaz nerovnosti s < 2r — 1: 2 body
Duikaz nerovnosti r/(2r — 1) < r/s: 3 body

Pfi postupu podle 2. vzorového feSen{ (pii zkoumdni zévislosti r na s) udélte E = max(E1, E2, E3,

E4,E5) bodu za:

El.
E2.
E3.
E4.
E5.

F1.
F2.
F3.

Gl.
G2.
G3.

Dikaz nerovnosti r > s/2: 1 bod

Diikaz nerovnosti r 2 (s + 1)/2: 2 body

Rozdélen{ rozboru nerovnosti r > s/2 na dva piipady, pro sudé a liché s: 2 body

Duikaz jedné z nerovnosti (k+1)/(2k) < r/s (pro sudé s) nebo k/(2k—1) < r/s (pro liché s): 3 body
Dtikaz obou nerovnosti: 4 body

Pfi postupu podle 3. vzorového feseni udélte F = min(F1 + F2 + F3, 3) bodu za:
Sdruzeny zépis dvou nerovnosti 89r < 46s < 90r: 1 bod

Dolni odhad r (resp. 3r) pomoci 2r — s: 1 bod
Ditkaz 2r — s 2 1: 2 body

Pii postupu podle 4. vzorového FeSeni udélte G = max(G1, G2, G3) bodu za:
Urceni intervalu pro prevréceny zlomek s/r: 1 bod

Urceni intervalu pro zlomek (s — r)/(2r — s): 2 body

Odvozeni odhadu 2r —s 2 1 a s —r 2 15: 3 body

Za body v ¢ésti C pak udélte C = max(D, E, F, G) bodu.



