74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Najdéte vSechna dvojmistnd prirozena cisla, ktera maji nasledujici vlastnost: Kdyz
pred cislo pripiseme soucin jeho prvni ¢islice a jeho prvni ¢islice zvétSené o 1, dostaneme
druhou mocninu pivodniho éisla. (K. Pazourek)

Mozné FeSeni. Cislici na misté desitek ozna¢ime a, ¢islici na misté jednotek oznacime b.
Hledana ¢isla jsou tvaru 10a + b, kde a =1,...,9,b=0,...,9 a plati

100a(a + 1) + 10a + b = (10a + b)?.
Po dpravach dostavame:

100a? 4 100a + 10a + b = 100a? + 20ab + b2,
110a + b = 20ab + b*. (%)

Cislo v rovnosti () je vicemistné. Aby souhlasily ¢islice na misté jednotek, musi byt
¢islice na misté jednotek v b? stejna jako b. Této podmince vyhovuji pouze &islice 0, 1, 5
a 6. Postupné dosadime vSechny moznosti do (x) a dofesime:

e Pro b = 0 dostavame
110a = 0.

Jedinym feSenim této rovnice je a = 0, coz neni vyhovujici moznost.
e Pro b =1 dostavame
110a + 1 = 20a + 1.

Jedinym feSenim této rovnice je a = 0, coz neni vyhovujici moznost.
e Pro b =5 dostéavame
110a + 5 = 100a + 25.

Jedinym feSenim této rovnice je a = 2, coz je vyhovujici moznost.
e Pro b = 6 dostéavame
110a + 6 = 120a + 36.

Jedinym feSenim této rovnice je a = —3, coz neni vyhovujici moznost.
Jediné ¢islo s vlastnosti ze zadani je 25.

Hodnoceni. 2 body za formulaci pomoci rovnice a upravy; 2 body za urceni moznosti
pro ¢islici b; 2 body za doreSeni a zavér.

Bez nezndmych a a b lze Glohu fesit zkousenim moznosti. V takovém piipadé hodnotte
podle dplnosti postupu a komentare; za ovéfeny vysledek bez diskuze dalSich moznosti
udélte 1 bod.



Z9-11-2

Petr napsal na tabuli tfi ¢isla od nejvétsiho po nejmensi. Prostfedni c¢islo bylo arit-
metickym primeérem zbylych dvou ¢isel. Soucet aritmetického primeéru prvniho a druhého
¢isla a aritmetického priméru druhého a tretiho ¢isla byl 628, rozdil téchto dvou primeért
byl 83.

Ktera ¢isla napsal Petr na tabuli? (K. Pazourek)

Mozné resSeni. Rozdil aritmetického primeéru dvou c¢isel od kazdého z téchto cisel je
(v absolutni hodnoté) stejny. Mezi ¢isly na tabuli jsou tedy stejné rozdily a stejné tak,
mezi témito Cisly a dalsimi dvéma aritmetickymi priméry.

Cisla na tabuli od nejvétsiho po nejmensi ozna¢ime a, b, ¢, aritmeticky primér a a b
oznacime p, aritmeticky primeér b a ¢ oznacime q. Téchto pét cisel lze vyjadiit pomoci
neznamé z takto:

a=b+2x, p=b+zxz, b, g=b—x c=0b-—2x.

Z podminky p + g = 628 dostavame 2b = 628, tedy b = 314. Z podminky p — ¢ = 83
dostavame 2x = 83. Celkem:

a=314+83 =397, c=314—-83 =231.
Petr napsal ¢isla 397, 314 a 231.

Poznamka. Znazornéni predchozich myslenek na ¢iselné ose vypada takto:
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Jiné Feseni. Cisla na tabuli od nejvétsiho po nejmensi oznac¢ime a, b, c. Prostiedni je
aritmetickym primérem zbylych, tedy b = “;FC. Aritmeticky prumér prvniho a druhého

c¢isla je

a+b a+%¢  3a+c
2 2 47
aritmeticky primér druhého a tretiho cisla je

b+c “F4c  a+3c
2 2 4

Z informaci o souctu a rozdilu téchto dvou primeért dostavame
a+c=628 a—c=166.
Soucet a rozdil téchto dvou rovnic dava

2a = 628 + 166, 2c = 628 — 166.



Celkem:

397 4 231
a=314+83=397, c=314—-83 =231, b:L

Petr napsal ¢isla 397, 314 a 231.

= 314.

Hodnoceni. 2 body za formulaci pomoci neznamych, pfip. zndzornéni na ¢iselné ose;
2 body za dil¢i postiehy a tpravy; 2 body za vysledek a kvalitu komentare.

Z9-11-3

Vcéera vydojili na farmé Doj dvakrat vice mléka nez na farmé Hoj a na farmé Joj
dvakrat vice mléka nez na farmé Doj. Kazda farma poslala ¢ast vydojeného mléka ke
zpracovani na maéslo. Farma Doj poslala na vyrobu maésla 7/8 jejich mléka, farma Hoj 3/4
jejich mléka. Z mléka vydojeného na vSech tiech farmach dohromady §lo na vyrobu masla
90 %.

Jakou c¢ast jejich mléka poslala na vyrobu masla farma Joj? (M. Petrovad)

Mozné reseni. Mnozstvi mléka vydojeného na farmé Hoj oznacime h. Mnozstvi mléka
vydojeného na farmé Doj bylo 2h, na farmé Joj 4h a na vSech tfech farmach dohromady
7h.
Mnozstvi mléka, které slo na vyrobu masla z farmy Doj, bylo % - 2h = %h, z farmy
Hoj to bylo %h a ze vSech tii farem dohromady 1% -Th = ?—gh. Mnozstvi mléka, které slo
na vyrobu maésla z farmy Joj, bylo
63 7 126 — 1
—h——h—§h= 126 — 50 50h: Eh: _gh
10 4 4 20 20 5
Celkem se na farmé Joj vydojilo 4h = %h mléka, tedy na vyrobu masla poslali

19 — 95 % jejich mléka.

Hodnoceni. 2 body za formulaci pomoci neznamych; 2 body za dil¢i postfehy a tpravy;
2 body za vysledek a kvalitu komentare.

79-11-4

Obdélnik ABC'D mé obsah 82cm?. Bod F je stfedem strany C'D a bod P je priise-
¢ikem tusecek AC a BE.

Urcete obsah trojuhelniku ABP. (E. Novotnad)

Mozné feseni. Usecky AB a CE jsou rovnobé&zné a pro jejich velikosti plati |[AB| =
= 2|CE|. Proto je trojihelnik CEP shodny s pfickovymi trojihelniky trojahelniku ABP,
tzn. s trojuhelniky KLP, AMK, MBL a LK M urcenymi stfednimi pfickami ABP jako
na obrazku:

D E C
P
K_~— L
A M B



Zejména |AK| = |K P| = |PC| neboli |[AP| = 2|AC|. Trojthelniky ABP a ABC maiji
spolecny vrchol B a jemu protilehlé strany lezi na téze ptimce, tedy pro jejich obsahy plati
2
Sapp = gSABC-
Trojahelnik ABC' je polovinou obdélniku ABC D, tedy plati
1
Sapc = §SABCD-
Celkem dostavame

2 1 1 _
Sapp = 3 §SABCD =3 8= 27,3 (cm?).

Jiné FeSeni. Uhlopiicky obdélniku ABCD se protinaji ve svych polovinach (tento bod
oznac¢ime S) a bod FE je stfedem usecky C'D. Proto jsou tusecky SC a BE téZnicemi

vvev

D E C

A B
Zejména |AS| = |SC| a |SC| = 3|SP|, tedy |AP| = 4|SP| a |AC| = 6|SP|. Odtud
dostdvame |AP| = 2|AC| a déale postupujeme stejné jako v pfedchozim Feseni.

Poznamky. Se znalosti poméru |AP|: |[AC| =2 :3 ¢ |AP| : |[PC| = 2 : 1 lze obdélnik
ABCD rozdélit na trojuhelniky se znamymi poméry obsaht (viz obrazek) a odtud vyjadrit
pomér obsahu trojuhelniku ABP a obsahu obdélniku ABCD jako 4:12=1": 3.

D E C

A B

Pomér |AP| : |PC| = 2 : 1 lze odvodit z podobnosti (stejnolehlosti) trojuhelnika
ABP a CEP, tzn. z faktu, ze tisecky AB a C'E jsou rovnobézné a pro jejich velikosti plati
|AB| = 2|CE|.

Hodnoceni. 2 body za rozbor a dil¢i postiehy; 2 body za pomocné vztahy; 2 body za
vysledek a kvalitu komentare.



