74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)
Navodné a doplnujici alohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tdloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Z cislic 1 aZ 9 vytvorime devitimistné cislo s navzdjem ruznymi cislicemi. Poté kaZdou
jeho dvojict po sobé jdoucich cislic interpretujeme jako dvojmistné cislo a na tabuli
napiseme jeho nejmensi prvociselny deélitel. MuzZeme tak na tabuli ziskat prdve dvé
riuznd prvocisla? Pokud ano, urcete vSechny takové dvojice prvocisel.  (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Najdéte vSechna dvojmistna cisla, jejichz nejmensim prvociselnym délitelem je
¢islo 7.

N2. Dokazte, ze kazdé slozené dvojmistné ¢islo ma prvociselného délitele mensiho nez
c¢islo 10.

D1. Najdéte vsechna trojmistna ¢isla, kterd se skladaji pouze z ¢islic 1, 2, 3, 4 (nemusi
byt pouzity vsechny) a kazdé dvojmistné ¢islo ur¢ené jeho sousednimi ¢islicemi
je délitelné ¢islem a) 11, b) 7.

D2. Jenik napsal na tabuli nékolik ruznych prvodisel (aspori tii). Kdyz secetl libovolna
dvé z nich a tento soucet zmensil o 7, bylo vysledné ¢islo mezi napsanymi. Ktera
¢isla mohla na tabuli byt?

D3. Na tabuli je napsano ¢tyrmistné ¢islo délitelné osmi, jehoz posledni cislice je 8.
Kdybychom posledni ¢islici nahradili ¢islici 7, ziskali bychom ¢islo délitelné deviti.
Kdybychom vsak posledni ¢islici nahradili ¢islici 9, ziskali bychom ¢islo délitelné
sedmi. Urcete c¢islo, které je napsané na tabuli.

D4. Na tabuli je napsano jedno nebo nékolik riznych dvojmistnych prirozenych cisel.
Cislici ¢ na tabuli nazveme dobrou, je-li soucet téch éisel z tabule, ktera obsahuji
¢islici ¢, roven ¢islu 71. a) Které z ¢islic 0 az 9 mohou byt dobré? b) Kolik nejvice
¢islic muze byt soucasné dobrych?
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2. V trojuhelniku ABC' plati

A

XBAC| = 45°. Strandm AB

a AC' jsou vn€ pripsany pravotuhlé rovnoramenné trojihel- N
niky ABP a ACN s preponami AB a AC. Oznacme M P

stred usecky PN . Dokazte, Ze usecka AM mda délku rovnou

poloviné polomeéru kruznice opsané trojuhelniku ABC'.

(Patrik Bak, Anastasia Bredichina) B 2.

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.
N2.

N3.

N4.

Nb5.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Jak v daném trojuhelniku najdeme stied kruznice opsané?

Uvazujme pravothly rovnoramenny trojihelnik ABC' s preponou AB délky 1.

Urcete velikosti jeho vnitfnich dhlid a délky ramen.

Ve c¢tytuhelniku ABC'D po tadé oznacime S, T, U, V stredy stran AB, BC, C'D,

DA. Dokazte, ze tsecka SU puli usecku VT

V trojihelniku ABC plati |[<ACB| = 90° a |XxBAC| = 30°. Stranam AB a AC

jsou vné pripsany rovnostranné trojihelniky ABP a ACN. Ozna¢me S stred

usecky AB. a) Dokazte, ze primky NS a AP jsou rovnobézné. b) Dokazte,

ze trojuhelniky ABC a NSA jsou shodné. ¢) Necht T, U jsou tézisté po radé

trojuhelnikic ABP, ACN. Dokazte, ze trojuhelniky TAU a PAC' jsou podobné

a urcete koeficient jejich podobnosti.

Uvazujme trojihelnik ABC, ve kterém je | < BAC| < 60°. Obraz bodu B v osové

soumeérnosti podle primky AC oznacme D, obraz C' podle AB oznac¢me FE

a obraz B podle AD ozna¢me F. Dokazte, ze |CF| = |DE].

Nasledujici dopliujici tlohy jsou zameéreny na vyjadreni délek v trojuihelniku

pomoci délek jeho stran, resp. velikosti ihla. Takové vyjadieni miizeme pouzit pri

castecném nebo tuplném rteseni nékterych geometrickych tloh. Ve vSech tlohéach

pouzivame standardni znaceni délek stran a velikosti tthlt trojuhelniku ABC.

Dokazte, ze polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC' s ostrym thlem « je

roven a/(2sin ).

V trojuhelniku ABC plati o = 45°. Pomoci délek stran b, ¢ vyjadiete a) vysku

ke strané ¢, b) délku strany a.

Vyfteste predchozi tlohu pro trojuhelnik, ve kterém je o = 135°.

Necht ABC' je trojihelnik s tupym tthlem a. Patu vysky z vrcholu C' oznac¢ime P.

Pomoci délek jeho stran vyjadiete |PA|. Jak se zméni vysledek, pokud by byl

thel o ostry?

Necht ABC' je trojthelnik a t. délka jeho téznice ke strané c¢. Dokazte, ze plati
a’ +b? 2

C
2 = -
¢ 2 4

Necht ABC' je ostroihly trojuhelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvniti stran AB
a AC lezi po tadé body D a F tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F
takovy bod, ze ABFC' je rovnobéznik. Dokazte, ze |FFD| = |FE)|.

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s nejdelsi stranou BC. Uvnitf jeho stran
AB a AC lezi po fadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA].

2
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D8.

Uvazujme dale body F' a G tak, ze ABCF a AC'BG jsou rovnobézniky. Dokazte,
ze |FD| = |GE|.

Necht S je stred prepony AB pravouhlého trojihelniku ABC', ktery neni rovno-
ramenny. Oznacme D patu vysky z vrcholu C' a R prusecik osy vnitiniho tthlu pti
vrcholu C' s preponou AB. Urcete velikosti vnittnich hla tohoto trojtihelniku,

plati-li |SR| = 2|DR)|.

3. Pro kterd prirozend cisla n lze rovnostranny trojihelnik se stranou délky n rozrezat na
shodné dilky tvaru: a) /N, b) N/\? Dilky jsou tvoreny rovnostranngmi trojihelniky
se stranou délky 1. (Pavel Caldbek, Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

Najdéte vSechna kladna celd ¢isla n, pro kterd lze ¢tverec o rozmérech n x n
roziezat na dilky tvaru obdélniku o rozmérech 1 x 2.

Uvazujme nasledujici t¥i utvary slozené z jednotkovych ctverci, ze kterych
vystiihneme ¢tverce oznacené kiizkem. Lze zbytky utvart roziezat na dilky tvaru
obdélniku o rozmérech 1 x 27

Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n je soucet prvnich n lichych cisel roven
¢islu n?.

L-tromino se sklada ze tii jednotkovych ¢tverclt usporadanych do tvaru pis-
mene L. Pro které hodnoty n z mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} lze ctverec
n X n rozfezat na dilky tvaru L-tromina?

Zajemcum doporucujeme seznamit se s matematickou indukci. Jedna se o uzi-
tecnou dikazovou metodu, zejména v situacich zalozenych na opakovani jisté
myslenky. Muzete se s ni seznamit v brozure Antonina Vrby Princip matema-
tické indukce z edice Skola mladych matematiki.

Pro kterd kladné celd ¢isla lze ¢tverec n x n rozrezat na dilky tvaru L-tromina?
Uvazujme ctvereckovou sit skladajici se z 2™ x 2™ jednotkovych ¢tvereckii. Libo-
volny jednotkovy ¢tverecéek obarvime cerné. Dokazte, ze pro kazdé kladné celé
¢islo n lze tuto ctvereckovou sit pokryt dilky tvaru L-tromina tak, aby jediné
tento ¢erny Ctverecek zustal nepokryty.

Urcete vSechna celd ¢isla n = 4, pro ktera lze ¢tverec se stranou délky n roziezat
na dilky tvaru obdélniku o rozmeérech 1 x 4.

Uvazujme ¢tvereckovanou sif n x n skladajici se z n x n jednotkovych ctverecki.
Do této sité chceme bez prekryvani umistit nékolik pravouhlych rovnoramennych
trojuhelniki s preponou délky 2, jejichz vrcholy se nachéazeji ve vrcholech c¢tve-
reckové sité. Navic, kazda strana ctverecku se musi nachazet v pravé jednom
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trojihelniku (uvnitt nebo na obvodu). Najdéte vSechna prirozena ¢isla, pro ktera
je to mozné.

4. a) Najdéte priklad dvojmistného prirozeného cisla n takového, ze cislo 1/n md ve
svém desetinném zapise za desetinnou carkou prdvé dvé cislice.
b) Dokazte, Ze pro kaZdd dvé prirozend cisla k, | existuji pravé dvé kladnd raciondlni
cisla, kterd maji v desetinném zdpise za desetinnou carkou pravé k cislic a jejich
prevracené hodnoty prave | cislic.

(Desetinny zdpis wvazZujeme nejkratsi mozni.) (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Zjistéte, kolik desetinnych mist maji za desetinnou ¢arkou (v nejkratsim mozném
zépisu) ¢isla 1/8, 1/32, 1/256.

N2. Zjistéte, pro kterd kladnd celd ¢isla n mé ¢islo a) n/3, b) n/30, ¢) n/18 konecny
desetinny zapis. Sva tvrzeni zdivodnéte.

N3. Dokazte, ze kladné racionélni ¢islo ¢ mé ve svém nejkratsim desetinném zapisu
pravé d > 1 &islic za desetinnou ¢arkou pravé tehdy, kdyz ¢ = ¢/10¢ pro né&jaké
kladné celé ¢islo ¢ nedélitelné deseti.

N4. Najdéte vSechna kladné celd ¢isla vyhovujici ¢asti a) soutézniho tlohy.

N5. Najdéte vSechny dvojice nesoudélnych kladnych celych ¢isel z, y, pro ktera plati
a) zy = 441, b) zy = 13* - 14", kde n je dané kladné celé &islo.

D1. Najdéte vsechny dvojice kladnych celych ¢isel (a,b), pro které plati

4% =0+ 7.

D2. Najdéte vSechna prirozend ¢isla n, pro kterd je soucin (2" 4 1)(3"™ 4 2) délitelny
¢islem 5".

D3. Rozhodnéte, zda existuje 2024 navzajem riznych kladnych celych ¢isel s nasledu-
jici vlastnosti: Uvazime-li vSechny mozné podily dvou riznych ¢isel (uvazujeme
a/bib/a), dostaneme ¢isla s koneénymi desetinnymi rozvoji (za desetinnou ¢ér-
kou) navzajem ruznych nenulovych délek.

D4. Rozhodnéte, zda existuji kladna cela ¢isla n a k takova, ze

n
11 —n

je druhou mocninou celého ¢isla.

D5. Dokazte, Ze existuje nekonecné mnoho celych cisel, kterd nelze vyjadrit ve tvaru
2¢ 4+ 3b — 5¢ pfidemz a, b, ¢ jsou nezaporna celd ¢isla.
Zajemcim o ziskani celistvéjsich poznatki z oblasti délitelnosti celych ¢isel
doporucujeme brozuru Frantiska Veselcho O deélitelnosti cisel celych z edice
Skola mladijch matematikii a také brozuru Aloise Apfelbecka Kongruence, ktera
obsahuje sirokou potfebnou teorii k praci se zbytky po déleni.
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5. Oznacme k kruznici opsanou ostrouhlému trojuhelniku ABC'. Jeji obraz v soumeérnosti
podle primky BC' proting poloprimky opacné k BA a C'A po radé v bodech D # B
a E # C. Predpoklidejme, Ze tusecky CD a BE se protinaji na kruznici k. Urcete
vsechny mozné velikosti ihlu BAC. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

Pred feSenim této tlohy vam doporucujeme seznamit se s vétou o obvodovém
a stfedovém uhlu a s vlastnostmi tétivovych ¢tyruhelnikii. K objeveni tohoto
vztahu navadi prvni ndvodna tloha. Zajemciim doporucujeme brozurku Stani-
slava Hordka Kruznice z edice Skola mladijch matematikii.

N1. Na kruznici k se stfedem O jsou dany body B a C' tak, ze |[£xBOC/| = 120°. Na
delsim oblouku BC zvolme bod A a ozna¢me |<AOB| = §. a) Zjistéte velikost
uhlu BAC, kdyz 0 = 140°. b) Zjistéte, jak mame volit thel §, aby mél ihel BAC
co nejvetsi velikost. ¢) Jak se zméni vysledek predeslé tlohy, pokud bod A muzeme
zvolit libovolné na kruznici k (s vyjimkou bodu B, C')?

N2. P¥ipomeiite si nasledujici tvrzeni: Ctyfdhelnik je tétivovy prave tehdy, kdyz
soucet velikosti jeho protéjsich ihla je 180°.

N3. Dokazte, ze obloukiim stejné délky téze kruznice prislusi obvodové thly stejné
velikosti.

N4. Oznac¢me S stfed oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku ABC, ktery neob-
sahuje bod A. Dokazte, ze AS je osou tthlu BAC.

N5. Dvé shodné kruznice k, [ se protinaji v bodech A, B. Na kruznici k zvolime bod C'
a na kruznici [ bod D tak, aby bod A byl vnitinim bodem tsecky C'D. Dokazte,
ze |BC| = |BD|.

N6. Je dan trojihelnik ABC's pravym tihlem pii vrcholu B. Oznac¢me [ stied kruznice
jemu vepsané a M stied prepony AC'. Predpokladejme, ze body B, I, M, C' lezi
na jedné kruznici. Urcete velikost ihlu BAC'

D1. Dokazte, ze stredy kruznic vné pripsanych jednotliviym stranam libovolného
konvexniho ¢tytuhelniku lezi na téze kruznici.

D2. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojihelniku ABC. Na poloptimkach
BC a AC zvolme po fadé body E a F' tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| =
= |AF|. Dokazte, ze body C, E, F a stied I kruznice vepsané trojuhelniku ABC
lezi na téze kruznici.

D3. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC' s patami vysek D, E, F' lezicimi po radé
na strandch AB, BC', CA. Obraz bodu F ve stfedové soumérnosti podle stiedu
strany AB lezi na pifimce DE. Urcete velikost ihlu BAC.

D4. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC'. Na jeho preponé BC' lezi body D, E takové,
ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F' je takovy vnitini bod trojihelniku ABC,
ze DEF je pravouhly rovnoramenny trojihelnik s preponou DFE. Jaka je velikost
uhlu BFC?

D5. Necht ABCD je kosoctverec s kratsi thloprickou BD a E vnitini bod jeho
strany C'D, ktery lezi na kruznici opsané trojihelniku ABD. Urcete velikost jeho
vnittniho thlu u vrcholu A, pokud maji kruznice opsané trojihelnikim ACD
a BCFE pravé jeden spolecny bod.
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6. Kladnd redlnd cisla z, y, z spliiuji nerovnosti vy 2 2, vz 2 3, yz = 6. Jakou nejmensi
hodnotu mize nabyvat vyraz 13z + 10y? + 5222 (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:
Néavodné tkoly N1 az N3 jsou zaméfeny na Upravy vyrazi na ctverce, ¢imz
myslime druhé mocniny mnohoclent (v nasem pripadé dvojclent1). Takové upravy
jsou casto klicové pri dokazovani nerovnosti ¢i hledani extrémi vyrazi, coz si
miZete vyzkouset v tlohdch N4 a N9. Uloha N7 upozoriiuje na nespravné feseni
tlohy N5, kterd je podobna i samotné soutézni tloze. Uloha N8 naznacuje, jak
lze tuto nespravnou tivahu opravit.

N1. Dokazte, Ze pro libovolna redlnd ¢isla a, b plati a® + b> = 2ab, pficemz rovnost
nastane, praveé kdyz a = b.

N2. Dokazte, Ze pro libovolné realnd &isla a, b, ¢ plati a? + b + ¢ = ab + be + ca,
pricemz rovnost nastava jediné pro a = b = c.

N3. Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢ plati
a) 5a% + 6b% + 7¢* = 4ab + 6ac + 8be, b) 3a? + 3b? + 8¢? = 4(ab + ac + be),
c) 5a? + 5b% + 2¢® = 2ab + 4ac + 4be.
Urcete vsechny trojice cisel a, b, ¢, pro které nastava rovnost.

N4. Kladné realnd ¢isla z, y spliuji xy = 2. Jaké nejmensi hodnoty muze nabyvat
vyraz 422 + 9y??

N5. Nezdporna realna Cisla x, y, z splnuji t +y =2 6, t + 2 = 8, y + z = 10. Jaké
nejmensi hodnoty miize nabyvat vyraz z2 + y? + 22?

N6. Nezdpornd redlnd ¢isla z, y, z splnuji x +y =2 4, x +2 =28, y+ 2z = 10. Jaké
nejmensi hodnoty mtize nabyvat vyraz =2 + y? + 227

N7. Rozhodnéte, zda je nasledujici feseni tilohy N5 tiplné a korektni: Jelikoz chceme
dostat co nejmensf hodnotu vyrazu 2 + y? + 22, tak chceme, aby i virazy = + v,
x + 2z , y + 2z nabyvaly co nejmensi hodnoty, tedy aby v nich byla rovnost.
Dostavame tak soustavu tii rovnic z +y =6, v +2 =8, y+ 2z = 10, ktera
mé jediné feseni (z,vy, z) = (2,4, 6). Nejmensi hodnota je tedy dosazena u tohoto
feSeni a je to 22 + 42 + 6% = 56.

N8. Dokazte, ze pti feseni tilohy N5 se staci omezit na trojice x, y, z, pro které plati
alespont dvé z rovnosti x +y =6, x + 2 =8, y + z = 10.

N9. Najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu 9z% + 36/22, pokud a) = € (0,0),
b) z € (0,1), c) z € (2,00).

D1. Dokazte, ze pro libovolna dvé nezaporna realna ¢isla x, y plati nerovnost

x +

vy~ —
2:16,

pri¢emz rovnost nastava prave tehdy, kdyz z = y.*
D2. Dokazte, ze pro libovolné kladné redlné konstanty k, ¢ je funkce y = kx — ¢/x
pro kladna ¢isla x rostouci.

* Této nerovnosti se Fikd nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem a plati i pro vice nez
dvé ¢&isla, tedy (zq + @2 + ...+ x,)/n = Y/xi29...2, plati pro libovolnych n nezdpornych realnych &isel
) g

L1,X2y...,Tp.
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D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Ds8.

D9.

D10.

Uvazujme funkci y = ka? + £/2% pro kladné realné ¢&islo z a kladné realné
konstanty k, ¢. Necht M = {‘/E/_k: Dokazte, ze tato funkce nabyva minima pro
x = M, pricemz pro x € (0, M) je klesajici a pro € (M, c0) je rostouci.
Uvazujme funkci y = kxz+ £/ pro kladné redlné ¢islo x a kladné realné konstanty
k, £. Necht M = \/K/_k Dokazte, ze tato funkce nabyva minima pro x = M,
pticemz pro = € (0, M) je klesajici a pro x € (M, c0) je rostouci.

Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

V=o?4+-—"—
SRRl

kde x je libovolné realné ¢islo. Pro kterda = vyraz V této hodnoty nabyva?

Pro nezaporna realna cisla a, b plati a+b = 2. Urcete nejmensi a nejvétsi moznou
hodnotu vyrazu
2 p2
a‘+b
V= .
ab+1

Pro nezéporné realné ¢isla a, b plati a® + b*> = 1. Uréete nejmensi i nejvétsi
moznou hodnotu vyrazu

at + bt +ab+1

V:
a+b

Redln4 ¢isla a, b splnuji vztah a—b = 2. Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu
4 pa

a* + b*.

Najdéte maximalni hodnotu vyrazu a? 4+ b% + ¢ pro realnd ¢isla a, b, ¢ takova,

ze vSechna tii ¢isla a 4+ b, b+ ¢, ¢ + a jsou z intervalu (0, 1).

Soucet 74 (ne nutné ruznych) redlnych ¢isel z uzavieného intervalu (4, 10) je 356.

Urcete nejveétsi moznou hodnotu souctu jejich druhych mocnin.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.
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1. Z cislic 1 aZ 9 vytvorime devitimisiné cislo s navzajem ruznymi cislicemi. Poté kaZdou
jeho dvojici po sobé jdoucich cislic interpretujeme jako dvojmistné cislo a na tabuli
napiseme jeho nejmensi prvociselny délitel. Muzeme tak na tabuli ziskat prdve dvé
riznd prvocisla? Pokud ano, urcete vsechny takové dvojice prvocisel. — (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Najdéte vSechna dvojmistna cisla, jejichz nejmensim prvociselnym délitelem je
¢islo 7. [Jsou to ¢isla 7-7 =49, 7-11 = 77, 7- 13 = 91. Musi jit o ndsobky sedmi,
tedy ¢isla tvaru 7Tk, pricemz k nemize mit mensiho prvociselného délitele nez 7.
To vylucuje hodnoty k € {2,3,4,5,6,8,9,10,12,14}. Pro k = 15 ma jiz ¢islo 7k
vice nez dve dislice.

N2. Dokazte, ze kazdé slozené dvojmistné ¢islo ma prvociselného délitele mensiho
nez ¢islo 10. [Sporem. Co kdyby existovalo dvojmistné slozené ¢islo, jehoz kazdy
prvociselny délitel je alespon 107 Jelikoz se jednd o slozené ¢islo, musi mit
v prvociselném rozkladu alespon dvé prvocisla, ale ta musi byt alespon 10, ¢ili
uvazované ¢islo by bylo alespon 10 - 10 = 100, a tedy ne dvojmistné.]

D1. Najdéte vSechna trojmistnd cisla, kterd se sklddaji pouze z ¢islic 1, 2, 3, 4 (nemusi
byt pouzity vSechny) a kazdé dvojmistné ¢islo uréené jeho sousednimi ¢islicemi
je délitelné ¢islem a) 11, b) 7. [a) Cisla 111, 222, 333, 444; protoZe dvojmistnd
¢isla délitelnd 11 jsou pravé ta se stejnymi Cislicemi. b) 142, 214, 421. Mozna
dvojmistna cisla délitelna sedmi jsou 14, 21 a 42, pricemz z nich musime vybrat
dvé tak, aby posledni ¢islice prvniho ¢isla byla totozna s prvni ¢islici druhého
¢isla.]

D2. Jenik napsal na tabuli nékolik ruznych prvocisel (aspon tii). Kdyz secetl libovolna
dvé z nich a tento soucet zmensil o 7, bylo vysledné ¢islo mezi napsanymi. Ktera
¢isla mohla na tabuli byt? [63 B 11 2]

D3. Na tabuli je napsano étyrmistné ¢islo délitelné osmi, jehoz posledni cislice je 8.
Kdybychom posledni ¢islici nahradili ¢islici 7, ziskali bychom ¢islo délitelné deviti.
Kdybychom vsak posledni ¢islici nahradili ¢islici 9, ziskali bychom ¢islo délitelné
sedmi. Urcete ¢islo, které je napsané na tabuli. [58 B-1-1]

D4. Na tabuli je napsano jedno nebo nékolik rtiznych dvojmistnych prirozenych cisel.
Cislici ¢ na tabuli nazveme dobrou, je-li soucet téch ¢isel z tabule, kterd obsahuji
¢islici ¢, roven ¢islu 71. a) Které z ¢islic 0 az 9 mohou byt dobré? b) Kolik nejvice
¢islic muze byt soucasné dobrych?[71-C-11-3]

2. V trojuhelniku ABC' plati |XxBAC| = 45°. Strandm AB
a AC' jsou vné pripsdny pravouhlé rovnoramenné trojihel- N
niky ABP a ACN s preponami AB a AC. Oznacme M P
stred usecky PN . Dokazte, Ze usecka AM ma délku rovnou
polovine poloméru kruznice opsané trojihelniku ABC.

(Patrik Bak, Anastasia Bredichina) B 2.

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471894/b63ii.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471804/b58i.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472046/c71ii.pdf
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NI.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

Jak v daném trojihelniku najdeme stted kruznice opsané? [Stied kruznice opsané
trojuhelniku se nachazi v pruseciku os jeho stran.]

Uvazujme pravothly rovnoramenny trojihelnik ABC' s pteponou AB délky 1.
Urcete velikosti jeho vnitinich hlu a délky ramen. [90°, 45°, 45° a ramena délek
V2/2. Uhly pii zdkladné rovnoramenného trojihelniku jsou shodné. Nemohou
tak byt oba pravé. Proto se jedna o ihly BAC a ABC, soucet jejich velikosti je
180° — 90° = 90°, tedy oba maji velikost 45°. Z Pythagorovy véty pro délku r
odvésen plati r2 + 72 = 12 ¢ili r = 1/v/2 = v/2/2]]

Ve ¢tyrahelniku ABCD po tadé oznacime S, T, U, V stredy stran AB, BC,
CD, DA. Dokazte, ze tsecka SU puli tsecku VT [Ijseéka ST je stredni prickou
trojihelniku AC'B a tisecka VU je stfedni prickou trojihelniku AC'D. Proto jsou
usecky ST a VU rovnobézné s thloprickou AC, a tedy i rovnobézné navzajem.
Analogicky jsou rovnobézné i usecky V'S a TU. Proto je STUV rovnobéznik
a jeho thlopticky, tedy usecky SU a VT, se puli.]

V trojuhelniku ABC plati |[XACB| = 90° a |[<BAC| = 30°. Stranam AB a AC
jsou vné pripsany rovnostranné trojihelniky ABP a ACN. Ozna¢me S stred
usecky AB. a) Dokazte, ze primky NS a AP jsou rovnobézné. b) Dokazte,
ze trojuhelniky ABC' a NSA jsou shodné. ¢) Necht T, U jsou tézisté po radé
trojuhelniki ABP, ACN. Dokazte, ze trojuhelniky TAU a PAC' jsou podobné
a urcete koeficient jejich podobnosti. [a) Necht M je stted strany AC. Pimka SM
je stfedni prickou trojuhelniku ABC, proto je rovnobézna se stranou C'B, tedy
kolma ke strané AC. Proto i ptimka SM je osou strany AC, na které lezi
z rovnoramennosti trojihelntku ACN i bod N. Tedy piimka NS je kolma
ke strané AC. K ni je kolmd i pfimka AP, jelikoz |<CAP| = |xCAB| +
+ |<BAP| = 90°. b) Plati téz |XSAN| = |«BAC| + |£xCAN| = 90°. Jelikoz
piimka SN je osou strany AC' rovnoramenného trojuhelniku AC'N, je i osou
jeho protilehlého thlu, tedy |€<SNA| = 30°. Trojihelniky ABC a NSA se
tak shoduji ve velikostech vnitinich uhli a v délkach stran AN a AC, jsou
tak podle véty usu shodné. ¢) Téznice v rovnostranném trojihelniku je rovnéz
osou uhlu, proto [T AU| = 30° + 30° + 30° = 90° = |xPAC|. Téznice
rovnostranného trojiihelniku se stranou dlouhou 2 mé délku v/3/2 (Pythagorova
véta), tedy vzdalenost jeho vrcholu od tézisté je 2/3 - v/3/2 = xv/3/3. Proto
|AT|/|AP| = |AU|/|AC| = +/3/3. Podobnost trojihelniktt TAU a PAC tak
plyne z véty sus a hledany koeficient podobnosti je v/3/3. ]

Uvazujme trojihelnik ABC, ve kterém je | BAC| < 60°. Obraz bodu B v osové
soumérnosti podle piimky AC' oznac¢me D, obraz C podle AB ozna¢me FE
a obraz B podle AD ozna¢me F'. Dokazte, ze |CF| = |DE|. [T0 B S5 2]
Nésledujici doplnujici ulohy jsou zaméreny na vyjadieni délek v trojuhelniku
pomoci délek jeho stran, resp. velikosti ihla. Takové vyjadieni miizeme pouzit pri
castecném nebo Uplném Teseni nékterych geometrickych tloh. Ve vsech tlohach
pouzivame standardni znaceni délek stran a velikosti tthlt trojuhelniku ABC.
Dokazte, ze polomér kruznice opsané trojuhelntku ABC' s ostrym thlem « je
roven a/(2sin ). [Ozna¢me O stfed kruznice opsané, R jeji polomér a S stred
strany BC. Z véty o obvodovém a stfedovém thlu ma thel BOC' velikost 2a.
Z rovnosti |OB| = |OC| = R plyne |<BOS| = «a. Z pravothlého trojihelniku
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D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

BOS tak ziskdme sina = |BS|/R, tedy R = a/(2sin«). Na zavér dodejme,
ze v pripadé o = 90° dostaneme R = a/(2sin(180° — «)), coz je tyz vztah,
jelikoz sin(180° — «) = sina. (Tvrzeni také okamzité plyne z rozsifené sinové
véty a/sina = 1/(2R).)]

V trojuhelniku ABC plati o = 45°. Pomoci délek stran b, ¢ vyjadiete a) vysku
ke strané ¢, b) délku strany a. [a) v, = bv/2/2, b) a = V/b? + ¢2 — bey/2. Necht P
je pata vysky ke strané c. a) Trojuhelnik APC je rovnoramenny pravouhly
s preponou AC, proto |OP| = v, = b/v/2 = by/2/2. Stranu a dopocitame
Pythagorovou vétou z pravothlého trojihelniku BOP, kde |PB| = |c — b//2|,

a? = (c—%>2+ (%)22192—1—02—60\/5,

tedy a = /b2 4 ¢2 — bey/2.]

Vyfteste predchozi tlohu pro trojihelnik, ve kterém je a = 135°. [Opét ziskame
|CP| = b/v/2. Jediny rozdil je v tom, Ze nyni |PB| = ¢ + b/+/2. Z Pythagorovy
véty pro trojithelnik BCP dostaneme a = /b2 + ¢2 + bey/2. Postupy z obou tiloh
lze zobecnit pro libovolny thel o a ziskdme tak vztah a? = b? + ¢ — 2bccos
znamy jako kosinovd véta. V pripadé tupého uhlu a plati cos « = — cos(180°—a).
Necht ABC je trojihelnik s tupym thlem a. Patu vysky z vrcholu C' oznac¢ime P.
Pomoci délek jeho stran vyjadrete |PA|. Jak se zméni vysledek, pokud by byl
thel a ostry? [a) Necht |PA| = x. Z Pythagorovy véty pro pravoihlé trojihelniky
ACP a BCP vyjadifme vysku dvéma zptisoby b? — 22 = |CP|? = a® — (c + 7)%.
Pomoci prvntho a tfetiho vyrazu ziskdme z = |[PA| = (a® —b* —c?)/2c. V piipadé
a < 90° postupujeme analogicky s tim rozdilem, ze |PB| = (a — x) a dostaneme
|PA| = (b® + ¢ — a?)/2c. |

Necht ABC' je trojthelnik a t. délka jeho téznice ke strané c¢. Dokazte, ze plati

t2_a2—0—b2 c?
D) 4

[Diikaz uvedeme pro trojihelnik s ostrymi thly «, 8. Dikazy zbyvajicich pripadi,
které se jen drobné lisi, pfenechavame ¢tenafti. Inspirovani predchozimi tilohami
ozna¢ime P patu vysky z bodu C' a M stied strany AB. Oznacme déle |PA| = x
a |PB| =y, ptiemz z +y = c¢. Potom |PM| = |z — y|/2 a délku téznice muzeme
vyjadfit z pravoihlého trojihelniku CM P jako t? = v?+(z—y)? /4. Dokazovanou
rovnost tak umfme ekvivalentné upravit na 4v? + (z —y)? = 2a® + 20* — (z + y)?
a nasledné na 4v? = 2(a? — y?) + 2(b? — 2?). Ditkaz dokonéime uZitim rovnosti
a? —y? = b? — x? = v2, které plynou z Pythagorovych vét pro trojihelniky AC'P
a CPB.]

Necht ABC' je ostroihly trojuhelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvniti stran AB
a AC' lezi po fadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F
takovy bod, ze ABFC je rovnobéznik. Dokazte, ze |FD| = |FE|. [Tl B 1 2]

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s nejdelsi stranou BC'. Uvnitf jeho stran
AB a AC lezi po tadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|.
Uvazujme dale body F' a G tak, ze ABCF a AC'BG jsou rovnobézniky. Dokazte,
ze |FD| = |GE|. [T1-B-52]
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D8.

Necht S je stted prepony AB pravouhlého trojihelniku ABC, ktery neni rovno-
ramenny. Oznac¢me D patu vysky z vrcholu C' a R prusecik osy vnitfniho thlu pii
vrcholu C' s preponou AB. Urcete velikosti vnitinich thli tohoto trojuhelniku,
plati-li [SR| = 2|DR|. [64-B-1-5]

3. Pro kterd prirozend cisla n lze rovnostranny trojuhelnik se stranou délky n rozrezat na
shodné dilky tvaru: a) /N, b) N/\? Dilky jsou tvoreny rovnostranngmi trojihelniky
se stranou délky 1. (Pavel Caldbek, Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Najdéte vSechna kladna cela c¢isla n, pro kterd lze ¢tverec o rozmeérech n x n
roztezat na dilky tvaru obdélniku o rozmeérech 1 x 2. [Pravé vsechna suda n. Pro
n = 2k roziezeme ctverec 2k X 2k na k X k ¢tverct 2 X 2 a kazdy z nich na dva
obdélniky 2 x 1. Pro liché n m4 ¢tverec obsah n? a jeden dilek mé obsah 2. Avsak
¢islo n? neni délitelné dvéma, proto tikol splnit nejde.]

Uvazujme nasledujici tfi utvary slozené z jednotkovych ctverci, ze kterych
vysttihneme ¢tverce oznacené kiizkem. Lze zbytky ttvart roziezat na dilky tvaru
obdélniku o rozmérech 1 x 27

[Ve vsech piipadech je odpovéd ne. Pro prvni dva ttvary to umime zduvodnit
primo: z velkého ttvaru budeme postupné vyrezavat dilky tak, jak jsou vynuceny.
Potradi vyfezavani je znazornéno na obrazcich ¢isly — mame-li vyrezané dilky
po nékteré ¢islo, pak musime vyfiznout také dilek s nésledujicim ¢éislem (pokud
takovy existuje). V obou pripadech vsak po tomto nuceném rezani dilki oddélime
cerveny ctverecek 1 x 1.

1_
1| ] 45|39
- — 2810
1 3 11
5 6 1o
5

Pro vsechny tii utvary lze ukézat nemoznost pokryti uzitim jiné myslenky:
Kazdy z utvart vybarvime sachovnicové bilou a c¢ernou barvou. Jeden dilek
zakryva jeden ctverecek bilé a jeden cerné barvy. Pokud bychom tedy uméli
utvar rozstiithat na dilky, tak mé stejné cernych a bilych ¢tverecki, coz ovsem
neni pravda. |

Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n je soucet prvnich n lichych cisel roven
¢islu n2. [Pro n = 1 mame soucet 1 = 12, coz je pravda. Pokud je soucet prvnich
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N4.

D1.

D2.

D3.

n lichych &sel roven n?, tak po pficteni (n + 1)-tého lichého &isla, tedy &isla
2(n + 1) — 1, dostaneme soucet n? + 2n + 1 = (n + 1), jak jsme méli ukazat.
Tedy postupnym pridavanim dalsich ¢isel se rovnost zachova. Takovy typ dikazu
se nazyva matematickd indukce a muzete se o ném vice dozvédét v doplnujicich
tlohach.]

L-tromino se sklada ze tii jednotkovych ¢tverci usporadanych do tvaru pis-
mene L. Pro které hodnoty n z mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} lze Ctverec
n x n rozfezat na dilky tvaru L-tromina? [Pro 6 a 9. Ctverec ma obsah n? a jeden
dilek mé obsah 3. Proto n? musi byt délitelné tiemi, a tedy i n. Ctverec 3 x 3
nelze rozfezat na zakladé rozboru piipadi. Ctverce 6 x 6 a 9 x 9 rozieZeme jako
na obrézcich.]

IJ_I ,,,,, \_‘ ....

L :
III ,,,,, C jJI

Zajemctim doporucujeme seznamit se s matematickou indukei. Jedna se o uzi-
tecnou dikazovou metodu, zejména v situacich zalozenych na opakovani jisté
myslenky. Mtzete se s ni seznamit v brozure Antonina Vrby Princip matema-
tické indukce z edice Skola mladijch matematiki.

Pro ktera kladna cela cisla 1ze ¢tverec n X n roziezat na dilky tvaru L-tromina?
[Pro nasobky tif vétsi nez 3. Stac¢i doplnit FeSeni navodné tlohy N4 o rozrezani
Ctveret, jejichz délka strany je délitelnd tiemi. Ctverec 6k x 6k roziezeme na
obdélniky 3 x 2 a kazdy z nich rozfeZeme na dvé L-tromina. Ctverce rozmért
(6k+3) x (6k+3) roziezeme uzitim matematické indukce. Jelikoz umime roztezat
obdélnik 3 x 2, tak umime roziezat i obdélnik 3 x 6k. Ctyii takovéto obdélniky
ulozime podél hranice ¢tverce (6k + 3) x (6k + 3), ¢imz ndm ve stfedu zustane
¢tverec (6k — 3) x (6k — 3), ktery roziezeme podle indukéniho predpokladu.]
Uvazujme ctvereckovou sit skladajici se z 2™ x 2™ jednotkovych ¢tvereckii. Libo-
volny jednotkovy c¢tverecek obarvime cerné. Dokazte, ze pro kazdé kladné celé
¢islo n 1ze tuto ¢tvereckovou sit pokryt dilky tvaru L-tromina tak, aby jediné tento
Cerny ¢tverecek zustal nepokryty. [Tvrzeni dokdZzeme matematickou indukei. Pro
n = 1 ve ¢tverci 2 x 2 tvori bil4 policka pravé jedno L-tromino. Predpokladejme,
ze tak lze pokryt ¢tverec rozmért 2" x 2™, bez ohledu na polohu ¢erného ¢tverecku.
Ctverec 271 x 27F1 rozdélime na Ctyii ¢tverce 27 x 27, V téch tfech z nich, které
nemaji ¢erné policko, zabarvime ¢erné rohova policka ve stiedu velkého ¢tverce;
tato tii policka lze pokryt L-trominem. A podle indukéniho predpokladu nyni
i kazdy ze c¢tvercu 2™ x 2" lze pokryt L-trominy. Podrobnéjsi reseni lze najit
v FeSen{ 8. tlohy 1. zimniho kola KMS 2009/2010.]

Urcete vSechna celd ¢isla n = 4, pro kterd lze ¢tverec se stranou délky n roziezat
na dilky tvaru obdélniku o rozmérech 1 x 4. [VSechny nasobky ctyr. Pokud
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je n liché, tak ¢tverec mé obsah n?, coz neni nisobek obsahu dilku. Pokud je
n = 4k + 2, tak rozdélime ¢tverec na (2k 4+ 1) x (2k + 1) mensich ¢tverci 2 x 2,
které sachovnicové obarvime. Kazdy dilek se musi sklddat ze dvou ¢ernych a ze
dvou bilych ¢tverci 1 x 1, tedy obsahuje stejné ¢ernych a bilych ¢tvercti. Ovsem
cely ¢tverec obsahuje vice ¢tverci jedné barvy. Pro n = 4k roziezeme c¢tverec na
k x k ¢tverctt o rozmérech 4 x 4 a kazdy z nich tfemi rovnobéznymi Tezy na Ctyti
obdélniky 1 x 4.]

D4. Uvazujme c¢tvereckovanou sit n x n skladajici se z n X n jednotkovych ¢tverecki.
Do této sité chceme bez prekryvani umistit nékolik pravouhlych rovnoramennych
trojuhelnikit s preponou délky 2, jejichz vrcholy se nachézeji ve vrcholech c¢tve-
reckové sité. Navic, kazda strana ctverecku se musi nachazet v pravé jednom
trojihelniku (uvnitf nebo na obvodu). Najdéte vSechna prirozena ¢isla, pro kterd
je to mozné. [KMS 39. roc¢nik, 1. éast, 2. kolo, tloha §]

4. a) Najdéte priklad dvojmistného prirozeného cisla n takového, Ze cislo 1/n md wve
svém desetinném zapise za desetinnou carkou pravé dve cislice.

b) Dokazte, Ze pro kazZdd dvé prirozend cisla k, | existuji pravé dvé kladnd raciondlni
cisla, kterd maji v desetinném zdpise za desetinnou carkou praveé k cislic a jejich
prevracené hodnoty prave | cislic.

(Desetinng zdpis uvazujeme nejkratsi mozny.) (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Zjistéte, kolik desetinnych mist maji za desetinnou ¢arkou (v nejkratsim mozném
zépisu) cisla 1/8, 1/32, 1/256. [Maji postupné 3, 5, 8 ¢islic. Kromé pisemného
vydéleni to lze zjistit i rozsffenim zlomku vhodnou mocninou péti: 1/8 = 53 /103,
1/32 =5°/10° a 1/256 = 58/108 ]

N2. Zjistéte, pro kterd kladnd celd ¢isla n mé ¢islo a) n/3, b) n/30, ¢) n/18 konecny
desetinny zapis. Sva tvrzeni zduvodnéte. [a), b) nasobky tii, ¢) nasobky deviti.
Ma-li zlomek ve jmenovateli mocninu ¢isla 10, ma konecny desetinny zapis.
Plati i opacna implikace. Toto pozorovani je presnéji formulovano a dokazano
v néasledujici navodné tloze. Zlomky n/3 a n/30 z ¢asti a), b) obsahuji ve
jmenovateli prvocislo 3. Maji-li konecny desetinny zapis, potom i jejich citatel,
tedy ¢islo n, musi byt délitelny tfemi, jelikoz mocniny 10 jsou délitelné jediné
prvocisly 2 a 5. Naopak pokud n = 3k pro néjaké k, tak dostdvame zlomky k/1
a k/10 s koneénym desetinném zapisem. V &sti ¢) je jmenovatel délitelny 32,
takze podobné dostaneme, ze i n musi byt délitelné deviti. Konec¢né pokud n = 9k,
tak n/18 = k/2 = 5k/10, coz mé kone¢ény desetinny zapis.|

N3. Dokazte, ze kladné racionalni ¢islo ¢ méa ve svém nejkratsim desetinném zapisu
pravé d > 1 éislic za desetinnou ¢arkou pravé tehdy, kdyz ¢ = ¢/10% pro
néjaké kladné celé ¢islo ¢ nedélitelné deseti. [Predpokladejme, ze ¢ ma d cislic
v desetinném zapise. Pokud v ¢isle ¢ posuneme desetinnou ¢arku o d mist doprava,
tedy jej vynasobime ¢islem 10¢, dostaneme celé &islo ¢ = ¢ - 10¢. Navic ¢ nemiize
kon¢it nulou, protoZe $lo o nejkratsf mozny zapis ¢isla q. Proto ¢ = ¢/109. Naopak
méame-li ¢ = ¢/10¢ takto zapsané, potom po vydéleni &isla c ¢islem 10¢ dostaneme
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N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

za desetinnou ¢arkou pravé d poslednich cislic ¢isla c. Jelikoz ¢ neni délitelné
deseti, tak jde o nejkrat$i mozny zapis.|

Najdéte viechna kladna celd ¢isla vyhovujici ¢asti a) soutézniho tlohy. [Reseni
této ulohy najdete v komentarich, které budou zverejnény na strankach MO po
terminu odevzdédni tloh doméciho kola.]

Najdéte vsechny dvojice nesoudélnych kladnych celych ¢isel x, y, pro ktera plati
a) xy = 441, b) zy = 13* . 14" kde n je dané kladné celé &islo. [a) (1,32 - 72),
(32,7%), (7%,3%), (32-72,1), b) (1,13%-14™), (27, 13%.77), (77,13 . 7™), (134, 14"),
(147, 13%), (27 - 13%,77), (77 - 13%,2"), (13% - 14", 1). a) Rozlozime 441 = 32 - 72,
Jelikoz x a y jsou nesoudélnd, tak prvocislo 3 se mize vyskytnout v prvoéiselném
rozkladu jen jednoho z ¢isel x, y. Totéz plati pro prvocislo 7. Mame proto ¢tyti
mozné dvojice (z, %), jak jsme uvedli. Cast b) fesime podobné s tim, Ze uvazujeme
rozklad 2" - 7" - 134, ktery nyni obsahuje tfi prvoéisla. Dostaneme osm fesend.]
Najdéte vsechny dvojice kladnych celych ¢isel (a,b), pro které plati

4= +7.

[KMS 42. roc¢nik, 1. ¢st, 2. kolo]

Najdéte vsechna prirozena ¢isla n, pro kterd je soucin (2" + 1)(3™ + 2) délitelny
¢islem 5. [61-A-S-3]

Rozhodnéte, zda existuje 2024 navzajem ruznych kladnych celych ¢isel s nasledu-
jici vlastnosti: Uvazime-li vSechny mozné podily dvou ruznych ¢isel (uvazujeme
a/bib/a), dostaneme ¢isla s koneénymi desetinnymi rozvoji (za desetinnou ¢ér-
kou) navzajem ruznych nenulovych délek. [CAPS 2024, tloha 1]

Rozhodnéte, zda existuji kladna celd ¢isla n a k takova, ze

n
11 —n

je druhou mocninou celého ¢isla. [67-A-11-4]

Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho celych ¢isel, kterd nelze vyjadrit ve tvaru
20 4+ 3% — 5¢, pricemz a, b, ¢ jsou nezdpornd celd ¢isla. [68 A 111 5]

Zajemcum o ziskani celistvéjsich poznatkiti z oblasti délitelnosti celych cisel
doporucujeme brozuru Frantiska Veselécho O délitelnosti cisel celijch z edice
Skola mladijch matematiki a také brozuru Aloise Apfelbecka Kongruence, kter,
obsahuje sirokou potiebnou teorii k praci se zbytky po déleni.

5. Oznacme k kruznici opsanou ostrouhlému trojuhelniku ABC'. Jeji obraz v soumeérnosti
podle primky BC' proting poloprimky opacné k BA a C'A po radé v bodech D # B
a E # C. Predpokldadejme, Ze tusecky CD a BE se protinaji na kruznici k. Urcete
vsechny mozné velikosti ihlu BAC. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

Pred fesenim této tilohy vam doporucujeme seznamit se s vétou o obvodovém
a stfedovém uhlu a s vlastnostmi tétivovych ¢tyruhelnikii. K objeveni tohoto
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NI.

N2.

N3.

N4.

Nb5.

NG6.

D1.

D2.

D3.

D4.

vztahu navadi prvni ndvodna tuloha. Zajemcim doporuc¢ujeme brozurku Stani-
slava Hordka KruZnice z edice Skola mladijch matematikii.

Na kruznici k£ se stfedem O jsou dany body B a C tak, ze |« BOC| = 120°.
Na delsim oblouku BC zvolme bod A a oznacme |<AOB| = 4. a) Zjistéte
velikost uhlu BAC, kdyz 6 = 140°. b) Zjistéte, jak mame volit dhel §, aby
meél thel BAC' co nejvétsi velikost. ¢) Jak se zméni vysledek predeslé tlohy,
pokud bod A muzeme zvolit libovolné na kruznici & (s vyjimkou bodu B, C)?
[V rovnoramennych trojihelnicich BOC, COA a AOB spocitejte ihly nebo je
vyjadrete v zavislosti na thlu 0. Dejte si pozor na spravné sc¢itani, resp. odecitani
uhlu podle toho, zda je bod O uvnit¥ nebo vné trojihelniku ABC. V a) vyjde
|XBAC| = 60°, stejné jako v b) nezévisle na volbé 4. V c) vyjde 120°. Reseni
tikolu b) 1ze primo zobecnit na dikaz véty o obvodovém a stfedovém tihlu. Reseni
tlohy c) zase ukazuje, ze v tétivovém ¢tyfihelniku je soucet velikosti protilehlych
hla roven 180°.]

Piipomeite si nasledujici tvrzeni: Ctyfthelnik je tétivovy pravé tehdy, kdyz
soucet velikosti jeho protéjsich thla je 180°. [Dikaz naleznete napiiklad. na str. 20
(Véta 5) ve zmitlované brozufe Kruznice.|

Dokazte, ze oblouktim stejné délky téze kruznice prislusi obvodové thly stejné
velikosti. [Ozna¢me uvazované oblouky AB a C'D a S stied kruznice. Jelikoz maji
stejnou délku, tak jim prislusi shodné stredové thly ASB a CSD. Z rovnosti
stfedovych thla tak vyplyva i rovnost obvodovych thli.|

Oznacme S stied oblouku BC' kruznice opsané trojuhelniku ABC', ktery neobsa-
huje bod A. Dokazte, ze AS je osou tthlu BAC. [Oblouky BS a SC' jsou stejné
dlouhé, proto jim piislusi stejné obvodové thly BAS a C'AS']

Dvé shodné kruznice k, [ se protinaji v bodech A, B. Na kruznici k& zvolime
bod C' a na kruznici [ bod D tak, aby bod A byl vnitfnim bodem usecky CD.
Dokaite, ze |BC| = |BD|. [Uhly ACB a ADB jsou obvodové thly pifslusejici
delsimu oblouku AB shodnych kruznic k£ a [, jsou tak shodné, z ¢ehoz primo
plyne |BC| = |BD|.]

Je dan trojihelnik ABC' s pravym tithlem pti vrcholu B. Oznac¢me [ stied kruznice
jemu vepsané a M stied prepony AC. Predpokladejme, ze body B, I, M, C' lezi
na jedné kruznici. Uréete velikost thlu BAC. [60°. Jednd se o zjednodusenou
tlohu 72-B-1-6.]

Dokazte, ze stfedy kruznic vné pripsanych jednotlivym stranam libovolného
konvexniho ¢tyfthelniku lezi na téze kruznici. [69-B-S-2]

Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojihelniku ABC. Na polopiimkach
BC a AC zvolme po fadé body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| =
= |AF|. Dokazte, ze body C, E, F a stied I kruznice vepsané trojihelniku ABC
lezi na téze kruznici. [63-B-1-3]

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s patami vysek D, E, F lezicimi po radé
na strandch AB, BC', CA. Obraz bodu F ve stfedové soumérnosti podle stiedu
strany AB lezi na piimce DE. Urcete velikost ihlu BAC'. [57-A-11-3, slovenska
verze]

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC'. Na jeho preponé BC' lezi body D, E takové,
ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je takovy vnitini bod trojihelniku ABC,
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ze DEF je pravouhly rovnoramenny trojihelnik s preponou DE. Jaka je velikost
thlu BEC? [68-A-11-3]

D5. Necht ABCD je kosoctverec s kratsi uhloprickou BD a E vnitini bod jeho
strany C'D, ktery lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABD. Urcete velikost jeho
vnitiniho thlu u vrcholu A, pokud maji kruznice opsané trojuhelnikim AC D
a BCE pravé jeden spoleény bod. [67-B-1-3]

6. Kladnd redlnd cisla z, y, z splriiuji nerovnosti vy = 2, xz 2 3, yz = 6. Jakou nejmensi
hodnotu mize nabyvat vyraz 13z2 + 10y? + 5222 (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

Navodné tkoly N1 az N3 jsou zaméfeny na Upravy vyrazli na ctverce, ¢imz
myslime druhé mocniny mnohoclent (v nasem piipadé dvojclenti). Takové tpravy
jsou casto klicové pii dokazovani nerovnosti ¢i hledani extrému vyrazi, coz si
mitZete vyzkouset v tlohdch N4 a N9. Uloha N7 upozoriiuje na nespravné feseni
tlohy N5, kterd je podobna i samotné soutézni tloze. Uloha N8 naznacuje, jak
lze tuto nespravnou uvahu opravit.

N1. Dokazte, Ze pro libovolna redlnd éisla a, b plati a? + b> = 2ab, pticemZ rovnost
nastane, pravé kdyz a = b. [Dokazovanou nerovnost ekvivalentné upravime na
(a—0)2=0]

N2. Dokazte, ze pro libovolné redlna &isla a, b, ¢ plati a® + b> + ¢ = ab + be + ca,
pfi¢emz rovnost nastdva jediné pro a = b = ¢. [Naznacime dva dukazy. Prvni:
ekvivalentn{ ipravy za¢inajici vyndsobenim dvéma vedouci k nerovnosti (a—b)?+
+ (b — ¢)? + (¢ — a)? = 0; rovnost nastava pravé tehdy, kdyz vsechny zavorky
jsou rovny nule, tedy kdyz a = b = c. Druhy: se¢teme nerovnosti a? + b> = 2ab,
b2 + % = 2be, 2 + a® = 2ca a vydélime dvéma.]

N3. Dokazte, ze pro libovolna redlna ¢isla a, b, ¢ plati

a) 5a? + 6b* + 7c? = 4ab + 6ac + 8be, b) 3a? + 3b% + 8¢* = 4(ab + ac + be),
c) ba? + 5b? + 2¢? = 2ab + 4ac + 4bc.
Urcete vSechny trojice ¢isel a, b, ¢, pro které nastdva rovnost. [a) Nerovnost
ziskdme souctem nerovnosti 2a24-2b% = 4ab, 3a%+3c? = 6ac, 4b>+4c? > 8be, které
jsme dostali vynasobenim nerovnosti z ilohy N1 vhodnymi konstantami. Rovnost
musi nastat ve vSech tfech nerovnostech, z ¢ehoz mame a = b = ¢. b) Secteme
nerovnosti 2a?+2b% = 4ab, a>+(2¢)? = 4ac, b*+(2¢)* = 4bc. Rovnost nastava pro
a = b= 2c. ¢) Sefteme nerovnosti a? + b? = 2ab, 4a® + ¢ = 4ac, 4b*> + ¢ = 4be.
Rovnost nastava pro a = b = ¢/2. VSechny tii nerovnosti Ize také dokézat ipravou
na 2(a —b)2+3(a—c)? +4(b—c)? 20, 2(a—b)?+ (a—2c)®+ (b —2c)* =2 0,
resp. (a —b)? + (2a — ¢)? + (2b — ¢)? Z 0]

N4. Kladna redlnd cisla x, y splnuji xy = 2. Jaké nejmensi hodnoty muze nabyvat
vyraz 4z? + 9y?? [24. Plati 422 + 9y? = (22 — 3y)? + 12zy = 122y = 24. Tuto
hodnotu dostaneme, pokud 2z = 3y a xy = 2, tedy pokud z = v/3 a y = 21/3/3]

N5. Nezdpornd redlnd ¢isla z, y, z spliuji z +y =2 6, x +2 = 8, y + z = 10. Jaké
nejmensi hodnoty mize nabyvat vyraz 2 + y? + 22?7 [56. Pokud 2z > 8, pak
22+ y? +22 =2 22 > 64. Pokud z < 8, tak ¢isla 8 — z a 10 — 2z jsou kladni,
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N6.

NT.

N8.

proto plati 22 + 4% +22 =2 (8 —2)? + (10 —2)> + 22 = 3(2 —6)>+56 = 56.
Hodnota 56 je mensi nez v pfipadé z = 8 a je dosazena pro (z,y,z) = (2,4,6)
(dokonce je to jediny piipad). Proto 56 je hledand nejmensi hodnota. Ukdzeme
jesté jeden zpiisob, jak ukazat nerovnost 22 +y?+ 2% > 56, na kterém ilustrujeme
nékolik uzitec¢nych myslenek. Budeme se opirat o hypotézu, ze nejmensi hodnoty
bude vyraz nabyvat pro (z,y,z) = (2,4,6). (K této hypotéze lze dojit na
zékladé zkousen{ riiznych hodnot.) Budeme vychézet z nerovnosti a? + b? = 2ab
z tlohy NI1. Na levé strané chceme dostat néjaké z vyrazi z2, y?, 2% a na
pravé strané néjaké z vyrazi x, y, z. To dostaneme, pokud do nerovnosti z role
N1 dosadime jednu proménnou a jednu konstantu. Dosadime-li proménnou x,
tak chceme zvolit konstantu 2, aby rovnost nastavala v pripadé x = 2 jako
v nasi hypotéze. Tak dostaneme, Ze plati nerovnost z? + 22 = 4x. Podobné
plati i y? +42 > 8y a 22 4 62 = 122. Sec¢tenim téchto t¥i nerovnosti dostaneme
2?2+ y? + 22 > 4o + 8y + 122 — 56. Pro dokonéeni ditkazu nam sta¢i vhodné
odhadnout hodnotu vyrazu 4x + 8y + 12z, k ¢emuz muzeme vyuzit nerovnosti ze
zadani. Konkrétné plati 4z + 8y + 122 —56 = 4(x +z) +8(y +2) —56 = 4-8+ 8-
-10 — 56 = 56, ¢imz je dliikaz ukoncen. Jesté vysvétlime, jak jsme prisli k tpravé
dr+8y+12z = 4(x+2) +8(y+ z). Obecné chceme najit takové konstanty a, b, ¢,
pro které bude platit 4 +8y+12z = a(x+y)+b(z+2)+c(y+2) . Po rozndsobeni
a porovnani koeficientt pti x, y, z dostaneme, ze musi platit a+b =4, a+c =8,
b+ ¢ = 12. VyTeSenim této soustavy dostaneme, ze (a,b,c) = (0,4,8).]
Nezdporné realna ¢isla x, y, z spliuji x +y =2 4, v +2 =28, y+ 2z = 10. Jaké
nejmensi hodnoty miize nabyvat vyraz 2 + y? + 227 [56. Ulohu lze fesit stejné
jako predchozi.]

Rozhodnéte, zda je nasledujici feseni tlohy N5 tuplné a korektni: Jelikoz chceme
dostat co nejmensi hodnotu vyrazu 2 + y? + 22, tak chceme, aby i vyrazy = +y,
x 4+ z , y + z nabyvaly co nejmensi hodnoty, tedy aby v nich byla rovnost.
Dostavame tak soustavu tii rovnic z+y = 6, v+2z = 8, y+2 = 10, kterd mé jediné
feSeni (z,y, z) = (2,4, 6). Nejmensi hodnota je tedy dosaZena u tohoto feseni a je
to 22 4 42 4 62 = 56. [Refeni neni spravné, nebot neobsahuje korektni dikaz, Ze
pri jinych volbach ¢isel nemtizeme dostat hodnotu vyrazu mensi nez 56. To, Ze
takova tivaha neni korektni, lze vidét, kdyz ji pouzijeme k feseni tlohy N6. Tehdy
dostaneme soustavu x4y =4, x+2 = 8, y+2z = 10 s feSenim (z,y, z) = (1,3,7),
pro které a2 + y? + 22 = 12 4+ 32 + 72 = 59. AvSak nejmens{ moznd hodnota je
stale 56, protoze jsme v feSeni tlohy N5 nerovnost x + y = 6 nevyuzili.]
Dokazte, ze pti Tfeseni tlohy N5 se staci omezit na trojice x, y, z, pro které plati
alespon dveé z rovnosti  +y = 6, r + 2 = 8, y + z = 10. [Na zacdtek uvedeme,
ze pro (z,y,z) = (2,4,6) nabyva vyraz hodnoty 56 a jsou splnény vSechny tii
rovnosti. Vezméme si trojici (z,y, z), pro kterou plati nejvyse jedna z uvedenych
rovnosti. Vytesime pripad, kdy x +y > 6 a x + 2z > 8; zbyvajici dva pripady
jsou analogické. Necht 2/ = max(6 — y,8 — z). Pokud z’ neni kladné, tak plati
y = 6 a2z = 6. Zkoumany vyraz mé tak hodnotu alesponn 62 + 82 = 100, coz
je vice nez hodnota 56 pro (z,y,z) = (2,4,6). V opacném piipadé je 2’ kladné
aplati 2’ +y =2 6, 2/ + 2 = 8 a alespon v jedné z nerovnosti nastdva rovnost.
Avsak 2/ < x, tedy hodnotu vyrazu jsme tim zmensili a zvysili pocet dosazenych
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NO.

D1.

D2.

D3.

D4.

rovnosti. Pokud i po této upravé plati nejvyse jedna z rovnosti, tak muizeme
upravu jesté jednou zopakovat. Proto pro kazdou trojici (z,y,z), pro kterou
nastava rovnost v nejvice jedné z nerovnosti, ma vyraz vétsi hodnotu nez pro
nékterou trojici s alespon dvéma dosazenymi rovnostmi. |

Najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu 922 + 36/22, pokud a) x € (0,00),
b) z € (0,1), ¢) z € (2,00). [a) 36, b) 45, ¢) 45. Vyraz lze doplnit na ¢tverec
922 4+ 36/2% = (3x —6/x)? + 36 = 36. Rovnost nastane, kdyZ je argumentem
druhé mocniny nula, tedy pro x = /2 € (0,00). Tim jsme ukazali, ze 36 je
nejmensi hodnota vyrazu pro ¢ast a). Uvnitt druhé mocniny je vyraz, ktery je
rostouci pro x € (0,00). To plyne z faktu, Ze pro 0 < z1 < 3 lze nerovnost
3x1 — 6/x1 < 3x9 — 6/19 ekvivalentné upravit na 0 < (xo — x1)(3 + 6/(z122)).
Vyraz 3z — 6/2 nabyva nulové hodnoty pro x = v/2. Pro x € (0,v/2), a tedy i pro
x € (0,1), je vyraz rostouci a zaporny, proto jeho druhd mocnina (3z — 6/x)?
je klesajici. Nejmensi moznou hodnotu vyrazu pro ¢dst b) tak dostaneme pro
nejvétsi mozné x, tedy pro x = 1, coz odpovidd hodnoté 45. V éasti ¢) je
vyraz 3z — 6/x kladny a rostouci, tedy i jeho druh& mocnina bude kladna
a rostouci. Nejmensi moznou hodnotu vyrazu tak ziskdme pro z = 2, coz
odpovidd hodnoté 45.]

Dokazte, ze pro libovolna dvé nezaporna redlna cisla x, y plati nerovnost

r+y

>

pficemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz = = y. [Jelikoz na obou strandch
méme nezapornd ¢sla, nerovnost je ekvivalentni s (v + y)2/4 = xy, a ta zase
s(z—y)?20]

Dokazte, Ze pro libovolné kladné redlné konstanty k, ¢ je funkce y = kax — ¢/ pro
kladné ¢isla x rostouci. [Funkce kz je rostouci a funkce ¢/x je pro x > 0 klesajici,
tedy funkce —¢/x je rostouci. Zkoumana funkce kx + (—{/x) je tedy soucet dvou
rostoucich funkei, a proto je rostouci. Jinym reSenim je ukazat, ze pro libovolné
0 < 1 < x9 plati kxy — 0/x1 < kxg — €/, jelikoz je tato nerovnost ekvivalentni
(x1 — x2)(k + £/(z122))) < 0, coz v nasem pripadé zjevné plati.]

Uvazujme funkci y = ka? + £/2? pro kladné redlné &slo 2 a kladné redlné
konstanty k, ¢. Necht M = {‘/E/_k Dokazte, ze tato funkce nabyva minima pro
x = M, pricemz pro = € (0, M) je klesajici a pro x € (M,o0) je rostouc.
[Jde o obecnou verzi tlohy N9. Pfedpis funkce vhodné doplnime na ctverec:
y = (Vk-z—//2)*+2Vkl. Viraz v zévorce je podle tilohy D2 rostouci a nabyva
nuly pravé pro x = M. Proto je vyraz v zévorce pro x < M zdporny, tedy jeho
absolutni hodnota, a tedy i druhd mocnina klesd. Pro x = M je zase kladny,
a proto funkce pro x = M roste.]

Uvazujme funkci y = kz+ /2 pro kladné redlné ¢islo x a kladné realné konstanty
k, 0. Necht M = \/f/_k Dokazte, ze tato funkce nabyva minima pro x = M,
pticemz pro z € (0, M) je klesajici a pro « € (M, o0) je rostouci. [Podobné jako
v predchozi tloze feseni vyplyva z tpravy y = (Vkz — \/ﬁ/_m)z + 2V/k(. Dtkaz,
7e funkee Vkx — \/ﬁ/_x je rostouci, je podobny dikazu v tloze D2.]

18



74. ROCNIK MO (2024/2025) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE B

D5.

D6.

D7.

D8.

D9.

D10.

Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

2

Vea?h
v +1+2x2’

kde x je libovolné redlné cislo. Pro ktera x vyraz V této hodnoty nabyva?
[64-B-11-2]

Pro nezaporna realna cisla a, b plati a+b = 2. Uréete nejmensi a nejvetsi moznou
hodnotu vyrazu
2 2
a“+b
V= .
ab+1

[68-B-11-1]
Pro neziporné realné ¢isla a, b plati a® + b*> = 1. Uréete nejmensi i nejvétsi
moznou hodnotu vyrazu

at+ bt +ab+1

V:
a+b

(68 B-1-4]

Redln4 ¢isla a, b splnuji vztah a—b 2 2. Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu
a* + b*. [Hledana nejmensi hodnota je 2, které dosdéhneme pro a = 1, b = —1.
Diikaz nerovnosti a* + b* > 2 naleznete v feseni 3. tilohy 1. letniho kola KMS
2012/2013]

Najdéte maximalni hodnotu vyrazu a? + b% + ¢ pro realnd &isla a, b, ¢ takova,
ze vsechna tii ¢isla a + b, b+ ¢, ¢+ a jsou z intervalu (0, 1). [68 A I 4]

Soucet 74 (ne nutné ruznych) redlnych ¢isel z uzavieného intervalu (4, 10) je 356.
Urcete nejvétsi moznou hodnotu souctu jejich druhych mocnin. [73-A-11-4]
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