71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

Ulohy krajského kola kategorie C

1. Dokazte, ze pro libovolné cela ¢isla a, b plati nerovnost
a(a+1) +b(b—1) = 2ab.
Zjistéte rovnéz, kdy nastava rovnost.

2. Je dan rovnobéznik ABCD a na jeho hranici body X a Y rtzné od bodu A tak,
ze primky AX a AY déli tento rovnobéznik na t¥i ¢asti se stejnym obsahem. Urcete
pomér obsahu trojihelniku AXY a obsahu rovnobézniku ABCD.

3. Na tabuli je napsano jedno nebo nékolik rtiznych dvojmistnych prirozenych cisel.
Cislici ¢ na tabuli nazveme dobrou, je-li souet téch &sel z tabule, kterd obsahuji
¢islici ¢, roven ¢islu 71. (Muze nékdy jit o ,soucet” rovny jedinému ¢islu s danou
Cislicd.)

a) Které z ¢islic 0 az 9 mohou byt dobré?
b) Kolik nejvice ¢islic muze byt souc¢asné dobrych?

4. Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, ze soucet cisel v kazdém tadku az
na jeden je roven 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je roven stejnému
¢islu s. Urcete nejvétsi moznou hodnotu s a ukazte, ze vétsi byt nemuze. Uvedte
rovnéz priklad tabulky s urc¢enou nejvétsi hodnotou s.

Krajské kolo kategorie C se kond
v utery 5. dubna 2022

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-

tézici méli na teseni uloh 4 hodiny cistého casu. Za kazdou

ulohu mize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pritom nejen

spravnost vysledku, ale i logické bezchybnost a tiplnost sepsa-

ného postupu, vysledky vSech potrebnych pisemnych nebo

pamétnych vypoctl musi byt zaznamenany. Bodova hranice

k urceni uspésnych resitelti bude stanovena centralné po vy-

hodnocenti statistik bodovych vysledki ze vsech kraji. Povo-

lené pomtcky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF ta-

bulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické po-

mucky dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred za-

hajenim soutéze.
Regi-li zak krajské kolo distancné, smi pouzit pocitaé (tablet, telefon) pouze ke své
nepretrzité kontrole, k zobrazeni zadani, pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani

odpovédi. Zak musi sva nafocena ¢i naskenovana reseni odevzdat do 14.20.



71. ROCNIK MO (2021/2022) II. KOLO KATEGORIE C

1. Dokazte, Ze pro libovolnd celd cisla a, b plati nerovnost
a(a+1)+b(b—1) = 2ab.

Zjistéte rovnéz, kdy nastdvd rovnost. (Jaromir Simsa)

RESENI. Zadanou nerovnost postupné ekvivalentné upravujeme
ala+1)+b(b—1) 2 2ab,
(a2+a)+(b2—b)—2ab>0
(a® — 2ab+b*) + (a — b) =
(a—b)%+(a—b) 2
(a—b)(a—b+1) :0.
Posledni nerovnost posoudime pro celd ¢isla a a b ve dvou pripadech.

a) Je-li a =2 b, pak a —b 2 0, a tedy i a — b+ 1 > 0, takze dohromady mame
(a —b)(a—Db+1) 2 0 s rovnosti pravé pro a = b.

b) Je-li naopak a < b, pak a — b < 0, coZ pro celé ¢islo a — b znamend, 7ze a — b < —1
neboli @ — b+ 1 = 0. Spolu s a — b < 0 tak mame (a — b)(a — b+ 1) = 0 s rovnosti
pravé pro a =b — 1.

Diikaz nerovnosti je tedy hotov a rovnost nastane, pravé kdyz pro cela ¢isla a, b plati
a=>bneboa=>5b-—1.

POZNAMKY.

1. Potfebnou tpravu nerovnosti i naslednou diskuzi lze provést také tak, ze uvazime
celé ¢islo x = a — b. Dosadime-li pak a = b+ = do zadané nerovnosti, po roznasobeni
a zruseni stejnych ¢lent na obou stranich nam ztistane nerovnost 22 + 2 = 0 neboli
z(z 4+ 1) 2 0 a dokonceni je snadné.

2. Uvedme jesté malou obménu druhé casti podaného teseni. Z upravené nerovnosti
(a—b)(a—b+ 1) =2 0 ihned vidime, ze i v puvodni nerovnosti nastane rovnost prave
ve dvou pripadech: a = b a a = b — 1. Nenastane-li zddny z nich, nebude celé ¢islo a
rovno zadnému ze dvou sousednich celych ¢isel b— 1 a b, takze bude platit bud a > b,
nebo a < b— 1. V kazdém z téchto pripadi budou mit oba ¢initelé a — b, a — b+ 1
stejné znaménko a jejich soucin tak bude kladny.

Za uplné reseni udélte 6 bodu. V pripadé ¢astecnych reseni udélte:
e 2 body za tipravu nerovnosti na souéinovy tvar (a — b)(a — b+ 1) = 0, piipadné na tvar 2% +z = 0
po zavedeni substituce x = a — b.
e 2 body za vyteseni pripadu a = b, resp. z = 0.
e 2 body za vyteSeni pripadu a < b, resp. x < 0.

Dva body z prvni polozky lze udélit i za tipravu do tvaru jako je (a—b)?+(a—b) = 0 ¢i (b—a)? = b—a,
pokud ovSem 78k ddle dokazZe i s takovou nerovnosti vytesit oba piipady a = ba a < b (pak ale jde o tiplné
FeSeni). Vyfesi-li s nf pouze jeden piipad a = b, resp. a < b, udélte celkem 2, resp. 3 body.

V kazdém z obou uvedenych pripada lze strhnout po 1 bodu za drobné nedostatky v nerovnostni
argumentaci. Pokud fesitel vycleni trividlni pripad a = b samostatné, za ten zaddny bod neudélujte,
hodnoftte ho spolecné s piipadem a > b. V pripadé chybné analyzy pripadt rovnosti strhnéte dohromady
nejvyse 1 bod. Chybi-li zminka o ekvivalentnosti uprav, body nestrhavejte, jsou-li upravy ziejmé jako
v nasem FeSeni. Za pouhé uhodnuti obou p¥ipadi rovnosti (a = b a a = b— 1) udélte 1 bod, ktery ovsem
nelze pricist ke 2 bodiim za tpravu nerovnosti z prvni polozky pokynii.
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2. Je dan rovnobéeznik ABCD a na jeho hranici body X a 'Y rizné od bodu A tak, Ze
primky AX a AY déli tento rovnobéznik na tri cdsti se stejnym obsahem. Urcete
pomeér obsahu trojuhelniku AXY a obsahu rovnobézniku ABCD. (David Hruska)

RESENI. Aby pifmky AX a AY rozdélovaly rovnobéznik ABC'D na tii ¢asti, musi
byt ziejmé body X a Y navzajem ruzné a zadny z nich nemuze lezet ani na strané AB,
ani na strané¢ AD. Kazdy z nich tedy lezi na strané¢ BC' nebo C'D. Zdtvodnéme v dalsim
odstavci, ze jeden z bodi X, Y musi lezet uvnitt strany BC' a druhy uvniti strany C'D,
kdyz podle zadani vSechny t¥i ¢asti rozdéleného rovnobézniku maji ve srovnani s nim
tretinovy obsah.

Protoze uhlopricka AC' piili obsah rovnobézniku ABC' D, zadna ze tii ¢asti s tretino-
vym obsahem nemuze obsahovat ani cely trojuhelnik ABC', ani cely trojihelnik AC'D.
Kdyby vsak oba body lezely na strané BC' jako na obrazku, jedna ze tii ¢asti by obsa-
hovala cely trojuhelnik AC'D. Stejné tak se vyloudi pripad, kdy oba body X, Y lezi na
strané¢ C'D.

Protoze oznaceni X a Y muzeme navzajem vymeénit, budeme dale predpokladat, ze
bod X lezi uvniti strany BC' a bod Y uvniti strany C'D. Rovnobéznik ABCD je pak
rozdélen na dva trojuhelniky ABX, AYD a ¢tyithelnik AXCY'.

Oznac¢me S obsah celého rovnobézniku ABCD. Podle zadani pro obsahy trojihel-
nikit ABX a AYD plati Sapx = Sayp = S/3. Jelikoz trojihelniky ABX a ABC maji

spole¢nou vysku z vrcholu A, délky protéjsich stran jsou v poméru
|BX|: |BC| = Sapx : Sapc = (5/3) : (5/2) =2:3,
odkud |BX| = £|BC|, takze |CX| = 1|BC|. Podobné porovnénim trojihelnikii AYD

a ACD obdrzime |CY| = 3|CD|. Dohromady dostdvame, Ze podle véty sus jsou
trojuhelniky CXY a CBD podobné v poméru 1 : 3. Pro obsah prvniho z nich tudiz

plati
12 1\ s S
Soxy = (5) Seap = (§> 2T
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Ctytihelnik AXCY mé rovnéz obsah S/3 a je slozen z trojihelnikit AXY a CXY. Obsah
druhého z nich uz zname, takze prvni z nich ma obsah

s S S 58

SAXng_SCXng_E—l_Eg-

Zavér. Hledany pomér obsahii je roven 5 : 18.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. V pripadé ¢astecnych reseni udélte:

e 1 bod za vylouceni piipadu, kdy oba body X a Y lezi na jedné ze stran BC nebo CD.
e 2 body za urceni aspon jednoho z pomért, v jakém body X, Y déli p¥islusnou ze stran BC', resp. CD.
e 2 body za vypocet poméru obsahu trojihelnika C XY k obsahu rovnobéznika ABCD.

Absenci vylouceni poloh bodi X a Y na strandch AB a AD nepenalizujte. Nepenalizujte ani
opomenuti ptipadi, kdy X nebo Y splyva s jednim z vrcholt B, C, D. Jeden bod vsak strhnéte, chybi-li
vysvétleni, pro¢ oba body X a Y nemohou leZet na téze ze stran BC, AD.
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3. Na tabuli je napsano jedno mnebo nékolik riznych dvojmistnych prirozengch cisel.
Cislici ¢ na tabuli nazveme dobrou, je-li soucet téch cisel z tabule, kterd obsahuji
cislici ¢, roven cislu T1. (MiZe nekdy jit o ,soucet” rovny jedinému cislu s danou
cislict.)

a) Které z cislic 0 azZ 9 mohou byt dobré?
b) Kolik nejvice cislic mize byt soucasné dobrych? (Josef Tkadlec)

RESENT. a) Nésledujici piiklady vZdy jednoho nebo dvou ¢isel napsanych na tabuli
ukazuji, ze cislice 1, 2, 3, 4, 5, 7 mohou byt dobré.*

[},
{29,42},

{32,39},

{24,47},

{15, 56},

{71}.

Ukazme, ze zadna ze zbylych ¢islic 0, 6, 8 a 9 nemuze byt nikdy dobra. Dokazeme

to pro né jednotlivé, budeme pritom vzdy mluvit o vyskytech dané ¢islice v ¢islech na
tabuli.

e Cislice 0 miZe byt pouze na mistech jednotek. Ale soucet takovych &isel vidy koné
¢islici 0, a ne pozadovanou ¢islici 1.

e Kdyby byly ¢islice 6 pouze na mistech jednotek, byl by soucet ¢isel s ¢islici 6 sudy,
a tedy rizny od 71. Méjme tedy aspon jedno ¢islo tvaru 6,,. Pro né vsSak plati
6, < 71 < 60 + 16, takze soucet 71 nelze ziskat.

e Cislice 8 je pili§ velkd na to, aby byla nékde na misté desitek. Musi tedy vsude byt
na mistech jednotek, soucet takovych ¢isel je vsak sudy.

e Cislice 9 mtize byt (ze stejného diivodu jako islice 8) pouze na misté jednotek. Aby
soucet takovych ¢isel koncil na 1, museli bychom jich secist aspon 9, ale 9-19 > 71.

Zaver ¢asti a). Dobré mohou byt pravé cislice 1, 2, 3, 4, 5 nebo 7.

b) Dokazeme nejprve, ze vsechny v tvahu pripadajici ¢islice 1, 2, 3, 4, 5 a 7, kterych
je celkem 6, nemohou byt dobré soucasné. K tomu sta¢i ukazat, ze dobré nemohou byt
soucasneé Cislice 4 a 7.

Zkoumejme tedy, kdy je cislice 4 dobra. Protoze c¢islo 71 je liché, vsechna scitana
¢isla nemohou mit ¢islici 4 na misté jednotek. Aspon jedno ¢islo tak ma ¢islici 4 na misté
desitek, navic dvé takova cisla zfejmé existovat nemohou. Mame tedy pravé jedno ¢islo
zacinajici na 4 a k tomu alespon jedno c¢islo koncici na 4. I toto ¢islo je vSak jediné, nebot
41 + 14 4+ 24 > 71. Nutné tak méame (na tabuli) pravé dvé ¢isla s ¢islici 4, totiz 4y, a .4,
a jejich soucet je 71. Jde jisté o cisla 47 a 24.

* Lze dokézat, Ze k ¢islicim 1, 2 a 3 existuje po Fadé 43, 11 a 5 prikladi vyhovujicich mnozin dvojmistnych
¢isel s dotycnou ¢islici. U ostatnich vypsanych ¢islic 4, 5 a 7 jsou uvedené priklady jediné mozné. Pro cislice 4
a 7 to zduvodnime v ¢asti b) FeSeni, pro ¢islici 5 to 1ze udélat podobné snadno.
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Predpokladejme nyni, Ze je dobra ¢islice 7. Kdyby se vyskytovala pouze na mistech
jednotek, muselo by tak tomu byt v aspon 3 cislech, aby jejich soucet koncil ¢cislici 1,
avsak 174 274 37 > T1. Dobré d¢islice 7 se tak n¢kde vyskytuje na misté desitek — tehdy
je na tabuli zfejmeé jediné cislo s ¢islici 7, totiz ¢islo 71.

Z poslednich dvou odstavcl uz plyne to, co jsme slibili ukézat: ¢islice 4 a 7 nemohou
byt soucasné dobré — na tabuli by musela soucasné byt cisla 47, 24 a 71, takze cislice 7
by nebyla dobré. Podle tivodu z ¢asti b) to znamend, ze pocet dobrych ¢islic na tabuli
je vzdy nejvyse 5 a ze kandidaty na pétici soucasné dobrych ¢islic jsou pouze pétice
(1,2,3,4,5) a (1,2,3,5,7). Zadani tlohy splnime, pokud uvedeme jeden priklad ¢isel na
tabuli s péti dobrymi ¢islicemi. Pro zajimavost uvedeme takové priklady ctyri, vsechny
pro prvni pétici (1,2,3,4,5):

{10,11,15,16, 19} U {20, 24,27} U {33, 38} U {24, 47} U {15, 56},
{10,11,15,17,18} U {20, 24,27} U {33, 38} U {24, 47} U {15, 56},
{15,16,19,21} U {21, 24,26} U {33, 38} U {24, 47} U {15, 56},
{15,17,18,21} U {21, 24,26} U {33,38} U {24, 47} U {15, 56}

Zaver ¢asti b). Nejvétsi mozny pocet soucasné dobrych éislic je roven 5.

P0OzZNAMKA. Vysvétlime nejdiive, pro¢ zadny priklad céisel s pétici dobrych ¢islic
(1,2,3,5,7) neexistuje. V druhé ¢asti poznamky pak alespon naznac¢ime, jak se dobrat
k nékterému prikladu s pétici dobrych ¢islic (1,2,3,4,5). (Bez dikazu ponechame fakt,
ze v zavéru naseho Teseni jsme vypsali vSechny ¢tyfi mozné priklady.)

Neni tézké dokazat, ze cislice 5 je dobrd, jen kdyz vystupuje ve dvou ¢islech, totiz
15 a 56. Pokud je proto zaroven dobra i Cislice 7, jsou na tabuli ¢isla 15, 56 a 71, tudiz
¢islice 1 neni dobra a prvni vytceny cil je splnén.

Ke konstrukei prikladu pro pétici (1,2, 3,4, 5): Vime uz, Ze na tabuli musi byt s ¢islici 4
nebo 5 pravé cisla 24, 47, 15 a 65. Analyzou ¢isel s Cislici 3 lze najit pét v tvahu pri-
padajicich moznosti {32,39},{33,38},{34,37},{35,36},{13,23,35}. Posledni t¥i z nich
hned vylouc¢ime kvuli pritomnosti ¢éislic 4 nebo 5. Prvni moznost {32,39} vede k pro-
blému s ¢slici 2 — vyjadiit jeji ,deficit* 71 — 24 — 32 = 15 nelze. Cislice 3 tak bude nutné
zastoupena pravé v ¢islech 33 a 38. Nasledné zkouménim zastoupeni ¢islice 2 dojdeme
ke dvéma moznostem: k ¢islu 24 pridat {20,27} nebo {21,26}. V obou pfipadech zbyva
analyzovat Cislici 1, pficemz pfi pridani {21, 26} je to jednodussi — hleddme tam totiz vy-
jadreni ,deficitu® 71 — 21 — 15 = 35, pro ktery snadno najdeme obé vyhovujici moznosti
16+ 19 a 17 4+ 18.

Za uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 3 body za ¢ast a) a 3 body za ¢dst b). V neuplnych fesenich ocetite
Castecné kroky nésledovné.

A1. Urceni vsech Sesti ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 7, které mohou byt dobré, spoletné s uvedenim vyhovujicich
prikladi — 1 bod. Tento bod neudélujte, chybi-li byt jedna ¢islice nebo piiklad pro ni, nebo je-li
uvedena naopak néktera cislice, ktera nemuze byt dobra.

A2. Uréeni vSech ¢ty cislic 0, 6, 8, 9, které nemohou byt dobré, podlozené patfiénymi zduvodnénimi —
2 body. Diléi 1 bod je mozné udélit, je-li pouze jedna ze ¢tyr ¢islic opomenuta.

B1. Dikaz tvrzeni, Ze ¢islice 4 a 7 nemohou byt soucasné dobré — 1 bod. (Jind dvojice ¢islic z mnoziny
{1,2,3,4,5,7} tuto negativni vlastnost nemd.) Tento bod lze ziskat i za ditkaz tvrzeni, Ze &islice 1,
5, 7 nemohou byt soucasné dobré, nebo i jiného tvrzeni vedouciho ke stejnému potfebnému zévéru,
ze dobrych ¢islic zaroven nemuze byt vice nez pét.
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B2. Nalezeni nékterého (ze ¢ty moznych) piikladu ¢isel s péti dobrymi ¢éislicemi — 2 body.

Celkové pak udélte A1+ A2 + B1 + B2 bodt. Pokud zék nepostupuje podle uvedeného schématu,
doséhne vSak relevantnich zjisténi, je mozné udélit az 2 body (je-li napiiklad zdivodnéno, které z éislic
4,5,6, 7,8 a9 mohou byt dobré a navic jaké ¢isla na tabuli s kazdou z téchto dobrych ¢islic musi byt).
Za pouhou hypotézu, ze nejvetsi mozny pocet dobrych ¢isel na tabuli je 5, ovSem zadny bod neudélujte.



71. ROCNIK MO (2021/2022) II. KOLO KATEGORIE C

4. Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kaZdém radku aZ na
jeden je roven 0 a soucet cisel v kaZdém sloupci az na jeden je roven stejnému cislu s.
Urcete nejvetsi mozZnou hodnotu s a ukazte, Ze vétsi byt nemuze. Uvedte rovnéz priklad
tabulky s urcenou nejvétsi hodnotou s. (Josef Tkadlec)

RESENI. V prvni ¢dsti Feseni ukdzeme, Ze hodnota s nikdy nepfevysuje &slo 2. Pro
hodnotu s = 2 pak v druhé c¢asti uvedeme priklad vyhovujici tabulky.

Meéjme tedy libovolnou tabulku 10 x 10 vyplnénou podle zadani tlohy a kromé ¢isla s
uvazme také soucet S vsech ¢isel v této tabulce. Jelikoz soucet ¢isel v kazdém tadku az na
jeden je roven 0, tak hodnota S je rovna souctu 10 ¢isel v tomto jednom radku, rovnému
vzdy nejvyse 10. Plati tedy S < 10.

Na druhé strané, pri pocitani souctu S po sloupcich nasi tabulky dostaneme podle
zadéani za devét sloupcti dohromady hodnotu 9s. K ni jesté musime pricist soucet 10 cisel
ve zbylém desatém sloupci, coz je vzdy nejméné —10. Tim padem plati S = 9s — 10.

Spojenim nerovnosti S < 10 a S = 9s — 10 dostdvdme 10 = S = 9s — 10, odkud
10 = 95 — 10 neboli 95 < 20. Cislo s je vak celé, a proto posledni nerovnost jiz vede
k avizovanému odhadu s < 2.

Slibeny priklad tabulky, ktera bude splnovat zadani tlohy pro s = 2, zalozime na triku
s ,posouvanim diagonaly“, znamém ze vzorovych feseni tiloh obou predchozich soutéznich
kol. Tmavé jsou vybarvena policka s ¢isly —1, policka s ¢isly 1 jsou bila. Pouze v desatém
radku je soucet ¢isel rizny od 0 (je roven 10), pouze v prvnim sloupci je soucet ¢isel ruzny
od 2 (je roven —8).

Zaveér. Nejvétsi mozna hodnota s je rovna ¢islu 2.

POzZNAMKA. Je ziejmé, Ze kazdy faddkovy i kazdy sloupcovy soucet vyplnéné tabulky
10x 10 je ¢islo sudé (rovné totiz ¢islu 25— 10, kde j je pocet zastoupenych jednicek). Proto
je sudym ¢islem i hledand maximélni hodnota s. Na tom lze zalozit odvozeni odhadu s < 2
cestou, kdy postupné prochazime nejvétsi sudé hodnoty s = 10, 8, 6, 4 a itvahami o poctu
jednicek v celé tabulce vzdy snadno dochazime ke sporu. Ukazme, jak lze celou diskuzi
o moznych poctech jednic¢ek provést uspornéji.

Informace o fadkovych souctech nam tika, ze v nékterych deviti fadcich je po prave
5 jednickach. Jelikoz ve zbylém desatém tadku jich je nejvyse 10, v celé tabulce je tak
nejvyse 9-54+10 = 55 jednicek. Kdyby vsak platilo s = 3, pak by v kazdém z deviti sloupct
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se souctem s muselo byt aspon 7 jednicek — dohromady by jich bylo aspon 7-9 = 63, a to
je spor. Nutné tak plati s < 2.

Za tplné Yeseni udélte 6 bodi, z toho 3 body za dukaz odhadu s £ 2 a 3 body za konstrukei tabulky pro
hodnotu s = 2. V pripadé ¢astecnych reseni udélte:

e 1 bod za vylouceni wsech lichych s € {3,5,7,9}, naptiklad obecnéjSim konstatovinim, ze kazdé
mozné s je nutné sudé (to lze povazovat za ziejmé, tj. uvést bez vysvétleni).

e 2 body za vylouceni vech sudych s € {4,6,8,10}, z toho 1 bod za vylouceni obou hodnot s € {8,10}
a 1 bod za vylou¢eni obou hodnot s € {4,6}.

e 1 bod v pfipadé pouhého uhodnuti odpovédi s = 2 (bez piikladu tabulky), pokud ovSem celkovy
zisk timto nepfekroci 3 body.

Za trividlni nerovnost s < 10 zaddny bod neudélujte. Proto také hodnoty s > 10 v polozkach
pro bodovani viibec nezminujeme.



